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Espaces lenticulairesSoient deux tores solides T1 et T2, et h : @T2 �! @T1 un hom�eomorphisme du bord de T2 surle bord de T1. On construit alors l'espace V 3 = T1[h T2en identi�ant le bord, @T2, de T2 au bord, @T1, de T1 via l'hom�eomorphisme h; c'est �a dire enidenti�ant chaque x 2 @T2 avec h(x) 2 @T1 dans l'union disjointe de T1 et T2.Remarque :Soient f : @T2 �! @T1 et g : @T2 �! @T1 deux hom�eomorphismes. T1Sf T2 et T1Sg T2sont des constructions �equivalentes (c'est �a dire hom�eomorphes) si l'hypoth�ese suivante, (H), estv�eri��ee:(H) Il existe des hom�eomorphismes H1 : T1 �! T1 et H2 : T2 �! T2 tels que h1 = H1 j@T1:@T1 �! @T1 et h2 = H2 j@T2: @T2 �! @T2 soient des hom�eomorphismes v�eri�ant : h1 � f �h2 = g. Autrement dit, tels que le diagrame suivant commute :@T2 f������!� @T1h2x???? o o????y h1@T2 g������!� @T1Propri�et�e (1) :V 3 est un vari�et�e de dimension 3 qui ne d�epend, �a hom�eomorphisme pr�es, que de la classed'isotopie de h(m2) dans @T1, o�u m2 est un m�eridien de T2.Preuve :(i) Soit h : @T2 �! @T1 un hom�eomorphisme et soient m2 et m02 deux m�eridiens de T2. Alors lesclasses d'isotopie [h(m2)] et [h(m02)] dans @T1 sont �egales : [h(m2)] = [h(m02)].En e�et, il existe une isotopie F : m2 � m02 dans @T2. Elle est donn�ee par la rotation de m2vers m02 et v�eri�e F (m2; s) est un m�eridien de T2 pour tout s dans [0,1]. Soit alorsH : (x; s) 2 @T1 � [0; 1] 7�! h(F (h�1(x); s) 2 @T1H ainsi d�e�nie est une isotopie puisque, �a s �x�e dans [0,1], F (�; s), h�1 et h sont des hom�eo-morphismes. De plus on a : H(h(m2); 0) = h(F (m2; 0)) = h(m2) et H(h(m2); 1) = h(F (m2; 1)) =h(m02). Donc H : h(m2) � h(m02) dans @T1.(ii) Soient f : @T2 �! @T1 et g : @T2 �! @T1 deux hom�eomorphismes et m2 un m�eridien de T2tels que f(m2) = g(m2). Alors T1Sf T2 et T1Sg T2 sont des constructions �equivalentes.Posons h = f�1 �g. h : @T2 �! @T2 ainsi d�e�ni est un hom�eomorphisme v�eri�ant h(m2) = m2.Montrons que h se prolonge sur T2 tout entier. Pour cela \coupons" T2 le long du disque d2de bord m2. On obtient un cylindre, C, et T2 est hom�eomorphe �a Ci qui est le cylindre C avecses deux extremit�ees (qui sont les images de d2 : dc et d0c, de bords mc et m0c, images de m2.)identi��ees. De plus, puisque h(m2) = m2, h induit un hom�eomorphisme hc du bord de Ci.2



Espaces lenticulairesTout hom�eomorphisme du bord, Sn, d'une boule, Bn, de dimension n se prolonge en un hom�eo-morphisme sur toute la boule. Donc, comme h(m2) = m2, h jm2 est un hom�eomorphisme du cerclequi peut être prolong�e sur d2 et on obtient un hom�eomorphisme h0 : @T2 [ d2 7�! @T2 [ d2 pro-longeant h. Alors h' ainsi obtenu induit un hom�eomorphisme, h0c, sur le bord @C du cylindre C etsur @C moins l'int�erieur de dc et d0c on a h0c = hc.Or C est lui-même hom�eomorphe �a une boule, B. D'o�u T2 � Ci est hom�eomorphe �a Bi qui est laboule B avec les images db et d0b de dc et d0c identi��ees. Donc, par h0c, h' induit un hom�eomorphisme,h0b de la sph�ere S = @B et, par hc, h induit un hom�eomorphisme de @Bi. Ils v�eri�ent hb = h0b surS moins l'int�erieur de db et d0b. D'apr�es la remarque faite pr�ec�edemment, h0b peut se prolonger enun hom�eomorphisme, H0b de la boule B toute enti�ere. Celui-ci induit un hom�eomorphisme Hb deBi prolongeant hb et donc un hom�eomorphisme H de T2 prolongeant h.On pose H1 = Id : T1 �! T1 et H2 = H : T2 �! T2On obtient donc :h1 = H1 j@T1= Id : @T1 �! @T1 et h2 = H2 j@T2= h : @T2 �! @T2Alors on a h1 � f �h2 = Id� f �h = f � (f�1 � g) = g donc H1 et H2 sont des hom�eomorphismesv�eri�ant l'hypoth�ese (H), d'o�u le r�esultat.(iii) Soient f : @T2 �! @T1 et g : @T2 �! @T1 deux hom�eomorphismes et m2 un m�eridien de T2tels que f(m2) et g(m2) soient isotopes. Alors T1Sf T2 et T1Sg T2 sont des constructions�equivalentes.En e�et, notons F une isotopie entre f(m2) et g(m2) d�e�nie sur @T2 � [0; 1] avec F (m2; 0) =f(m2) et F (m2; 1) = g(m2). Soient f' et g' les hom�eomorphismes d�e�nis par f 0 = F (cdot; 0) etg0 = F (�; 1). f' v�eri�e : f 0(m2) = F (m2; 0) = f(m2) donc d'apr�es (ii), T1Sf T2 et T1Sf 0 T2sont equivalentes. g et g' v�eri�ant la même propri�et�e, on a aussi l'equivalence de T1Sg T2 etT1Sg0 T2. De plus, par construction, f' et g' sont isotopes par F. On se ram�ene ainsi �a montrer quesi f : @T2 �! @T1 et g : @T2 �! @T1 sont deux hom�eomorphismes isotopes (par F), alors T1Sg T2et T1Sf T2 sont �equivalentes.Soit h = f�1 � g. On a f et g sont isotopes �equivaut �a h isotope �a l'identit�e. Soit F' cetteisotopie, F 0 : h � Id. Soit T 02 le tore inclu dans T2 dont les m�eridiens ont un diam�etre deux foisplus petits que ceux de T2 (En notant D(0,r) le disque ferm�ee de rayon r, si T2 = S1 �D(0; 1),alors T 02 = S1 �D(0; 1=2)). On note Tc la fermeture du compl�ementaire de T 02 dans T2 : Tc =T2 n T 02 = S1 � (S1 � [1=2; 1]) = T 2 � [1=2; 1]. D�e�nissons H : T2 �! T2 de la fa�con suivante :H jTc : (x; s) 2 T 2 � [1=2; 1] 7�! (F 0(x; 2(1� s)); s) 2 T 2 � [1=2; 1]H jT 02= IdT 02H est bien d�e�nie : Dans le premier cas, H jTc\T 02 (x; 1=2) = (F 0(x; 1); 1=2) = (x; 1=2) etdonc correspond bien �a l'identit�e sur Tc \ T 02 De plus, par construction H jTc et H jT 02 sont deshom�eomorphismes. Ils co��ncident sur Tc \ T 02 et Tc et T 02 sont deux ferm�es v�eri�ant Tc [ T 02 = T2donc H ainsi d�e�ni est un hom�eomorphisme de T2. De plus H j@T2= H(�; 1) = F 0(�; 0) = hOn pose H1 = Id : T1 �! T1 et H2 = H : T2 �! T2On obtient donc :h1 = H1 j@T1= Id : @T1 �! @T1 et h2 = H2 j@T2= h : @T2 �! @T2Alors on a h1 � f �h2 = Id� f �h = f � (f�1 � g) = g donc H1 et H2 sont des hom�eomorphismesv�eri�ant l'hypoth�ese (H), d'o�u le r�esultat.Notation :Compte tenu de la proposition pr�ec�edente, on notera m ( resp. l ) pour la classe [m] ( resp [l]) de m ( resp. l) dans le groupe fondamental.D�e�nition :Consid�erons une construction V 3 = T1Sh T2. On choisit l1 une longitude et m1 un meridiende T1. Ce sont des g�en�erateurs de �1(@T1). On peut alors �ecrire:3



Espaces lenticulairesh�(m2) = p l1 + qm1L'espace V 3 obtenu est appel�e espace lenticulaire de type (p; q), o�u p et q sont des entierspremiers entre eux et se note habituellementV 3 = L(p; q):En d'autres termes, une variet�e de dimension 3 est un espace lenticulaire si et seulement si ellecontient un tore solide dont la fermeture du compl�ementaire est aussi un tore solide.S3 et S2 � S1 ne sont pas toujours consid�er�es comme des espaces lenticulaires bien que satis-faisant la d�e�nition.Propri�et�e (2) :Soit L(p; q) un espace lenticulaire.Alors L(p; q) �= L(p;�q) �= L(�p; q) �= L(�p;�q) �= L(p; q + k p) pour tout entier k.Preuve :L(p; q) = V 3 = T1Sh T2 et h�(m2) = p l1 + qm1 On peut prendre pour l1 la longitude de plusgrand diam�etre. Elle est alors contenue dans un plan de sym�etrie du tore T1(i) Montrons L(p; q) �= L(p;�q)Il existe un hom�eomorphisme du tore T1, � : T1 �! T1, veri�ant �(m1) = �m1.On prend pour �la restriction au tore T1 de la sym�etrie par rapport au plan contenant l1. On note ' = � j@T1, cettesym�etrie restreinte au bord de T1, donc c'est aussi un hom�eomorphisme. De plus '(m1) = �m1 etcomme l1 est dans le plan de sym�etrie, '(l1) = l1 Soit g = ' � h : @T2 �! @T1. g ainsi d�e�ni estun hom�eomorphisme comme compos�e de deux hom�eomorphismes. On peut donc d�e�nir l'espaceT1Sg T2 = L(p;�q). En e�et, g�(m2) = ('�h)�(m2) = '� �h�(m2) = '�(p l1+qm1) = p l1�q m1On pose H1 = � : T1 �! T1 et H2 = Id : T2 �! T2On obtient donc :h1 = H1 j@T1= ' : @T1 �! @T1 et h2 = H2 j@T2= Id : @T2 �! @T2Alors on a h1 � h � h2 = ' � h � Id = g donc H1 et H2 sont des hom�eomorphismes v�eri�antl'hypoth�ese (H), d'o�u le r�esultat.(ii) Montrons L(p; q) �= L(�p; q)Il existe un hom�eomorphisme du tore T1, �0 : T1 �! T1, veri�ant �(l1) = �l1. On prend pour �0 larestriction au tore T1 de la sym�etrie par rapport au plan contenant m1. On note '0 = �0 j@T1, cettesym�etrie restreinte au bord de T1, donc c'est aussi un hom�eomorphisme. De plus '0(l1) = �l1 etcomme m1 est dans le plan de sym�etrie, '(m1) = m1Soit g0 = '0 � h : @T2 �! @T1. g' ainsi d�e�ni est un hom�eomorphisme comme compos�e dedeux hom�eomorphismes. On peut donc d�e�nir l'espace T1Sg0 T2 = L(�p; q). En e�et, g0�(m2) =('0 � h)�(m2) = '0� � h�(m2) = '0�(p l1 + qm1) = �p l1 + qm1On pose H1 = �0 : T1 �! T1 et H2 = Id : T2 �! T2On obtient donc :h1 = H1 j@T1= '0 : @T1 �! @T1 et h2 = H2 j@T2= Id : @T2 �! @T2Alors on a h1 � h � h2 = '0 � h � Id = g0 donc H1 et H2 sont des hom�eomorphismes v�eri�antl'hypoth�ese (H), d'o�u le r�esultat.(iii) Montrons L(p; q) �= L(�p;�q)On a L(p; q) �= L(p;�q) par (i) et L(p;�q) �= L(�p;�q) par (ii), d'o�u le r�esultat.4



Espaces lenticulaires(iv) Montrons que L(p; q) �= L(p; q + p)On a @T1 �= S1 � S1. On peut alors param�etrer le bord de T1, @T1, par x 2 @T1 ' (� ; '), o�u �et ' sont dans [0; 2�]�0�2� et sont d�e�nis de la fa�con suivante : x 2 @T1 est sur un unique m�eridien,mx, et une unique longitude, lx. La donn�ee de ces deux �elements d�e�nie parfaitement x. On prendalors pour �, l'angle entre les plans contenant m1 et mx, pris dans le sens du d�eplacement sur l1et pour ', l'angle entre le plan contenant l1 et le plan Px, pris dans le sens du d�eplacement surm1 et o�u Px est le plan othogonal �a celui contenant mx et �a la surface @T1. C'est �a dire, puisqueT1 �= S1�S1, S1 admetant un parametrage complexe donn�e par S1 �= fei�g, T 2 �= f(ei�; ei') dansC 2 .On a en paticulier : l1 = f(� ; 0) 2 @T1 � � 2 [0; 2�]�0�2�g et m1 = f(0 ; ') 2 @T1 � ' 2[0; 2�]�0�2�g. De plus, d'apr�es la propri�t�e (1), on peut prendre comme repr�esentant de la classede h�(m2) le lacet : �(p;q) : [0; 1] �! @T1 d�e�ni par �(p;q)(t) = (2�p t ; 2�q t) (o�u h est unhom�eomorphisme entre T2 et T1 d�e�nissant L(p,q) ).Soit � : @T1 �! @T1 l'hom�eomorphisme d�e�ni par : � (� ; ') = (� ; ' + �). Pour t 2 [0; 1],on a � [(2�p t ; 2�q t)] = (2�p t ; 2�(q + p) t) d'o�u � (�(p;q)) = �(p;p+q). De plus � (m1) = m1, donccomme dans le (ii) de la preuve de la propri�et�e (1), il existe un hom�eomorphisme, T , du tore T1prolongeant � .On pose H1 = T : T1 �! T1 et H2 = Id : T2 �! T2On obtient donc :h1 = H1 j@T1= � : @T1 �! @T1 et h2 = H2 j@T2= Id : @T2 �! @T2Alors on a h1 � h � h2 = � � h � Id = � � h donc H1 et H2 sont des hom�eomorphismes v�eri�antl'hypoth�ese (H) (avec f=h et g=� � h, d'o�u L(p; q) �= L(p; p+ q) = T1S��h T2.(v) Montrons que L(p; q) �= L(p; q + k p), pour tout entier kLe r�esultat, pour k positif, s'obtient de (iv) par r�ecurence sur k :\k=1" : vu en (iv).\k)k+1" (k�1) : On suppose L(p; q) �= L(p; q+ kp). Par (iv), L(p; q+ kp) �= L(p; q+ kp+ p),donc L(p; q) �= L(p; q + (k + 1)p)Pour k=-l n�egatif, on pose q' = q+kp. Alors L(p; q + kp) = L(p; q0) �= L(p; q0 + lk) = L(p; q)d'apr�es le r�esultat pr�ec�edent (appliqu�e avec p, q' et l�0).Sachant cette propri�et�e, on adopte maintenant la convention 0 < q < p.Propri�et�e (3) :Soit L(p; q) un espace lenticulaire.Alors L(p; q) �= L(p; q0) si �q q0 � 1 (mod p).Preuve :(i) Construction et inverseSoit h : @T2 �! @T1 un hom�eomorphisme du bord de T2 sur le bord de T1 permettant de con-struire l'espace V 3 = T1Sh T2 en identi�ant chaque x 2 @T2 avec h(x) 2 @T1 dans l'union disjointede T1 et T2. Ceci revient �a identi�er chaque y 2 @T1 avec h�1(y) 2 @T2 dans l'union disjointe deT1 et T2. Donc on a : V 3 = T1[h T2 = T2 [h�1 T1 �= T1 [h�1 T2(ii) Soient p et q des entiers premiers entre eux, " 2 f�1;+1g et q' un entier tel que q q0 �" (mod p). On note k l'entier veri�ant " = q q0 + k p. Montrons que L(p; q) �= L(p; q0)5



Espaces lenticulairesEn utilisant le param�etrage du (iv) de la preuve pr�ec�edente, on pose :h : (�2 ; '2) 2 @T2 7�! (�1 ; '1) = (p'2 � q0 �2 ; q '2 + k �2) 2 @T1h est bien d�e�ni car pour tous � ; ' 2 [0; 2�], on a h(� ; 0) = h(� ; 2�) et h(0 ; ') = h(2�; ')puisque p, q, q' et k sont des entiers. De plus h est continue et inversible d'inverse continue donn�eepar : h�1 : (�1 ; '1) 2 @T1 7�! (�2 ; '2) = �" (p'1 � q �1) ; " (q0 '1 + k �1)� 2 @T2D'o�u h et h�1 sont des hom�eomorphismes. Ils v�eri�ent :h(m2) = �h(0 ; '2) � '2 2 [0; 2�]	 = �h(p'2 ; q '2) � '2 2 [0; 2�]	 = �(p;q)h�1(m1) = �h(�1 ; 0) � �1 2 [0; 2�]	 = �h(p �1 ; q0 �1) � �1 2 [0; 2�]	 = �(p;q0)Or d'apr�es (iv) de la preuve pr�ec�edente, T2Sh T1 = L(p; q) et T2Sh�1 T1 = L(p; q0) et d'apr�es(i), T2Sh T1 �= T1Sh�1 T2 �= T2Sh�1 T1 Donc L(p; q) �= L(p; q0).Propri�et�e (4) : (Groupe fondamental)Le groupe fondamental de L(p; q) est le groupe cyclique �niZ�pZ.Preuve :Soit L(p; q) = T2Sh T1. Le r�esultat est obtenu grâce au th�eor�eme de Van-Kampen.Pour j=1;2, soit T 0j le tore inclu dans Tj dont les m�eridiens ont un diam�etre deux fois plus petitsque ceux de Ti et on note T�j = Tj n T 0j .On pose U1 = L(p; q) n T 02 = T�2 Sh T1 et U2 = L(p; q) n T 01 = T2Sh T�1 . U1 et U2 sont desouverts de L(p,q) connexes par arcs tels que U1SU2 = L(p; q) et V = U1TU2 = T�2 Sh T�1 estaussi un ouvert connexe par arcs.Pour j=1;2, S1 est un r�etracte par d�eformation de Tj et Tj en est lui-même un de Uj donc�1(Uj) �= �1(Tj) �= Z= fljg. En notant @T le tore surface @T2 identi��e par h �a @T1, on obtientque @T est un r�etracte par d�eformation de V , donc �1(V ) �=Z2 = fl2 ; m2 � l2m2 = m2 l2g.Les inclusions ij : V ,! Uj , j=1;2, induisent les morphismes i2� : �1(V ) �! �1(U2) eti1� = h� : �1(V ) �! �1(U1). Ils v�eri�ent :i2�(m2) = m2 = e i2�(l2) = l2i1�(m2) = h�(m2) = p l1 + qm1 = p l1 i1�(l2) = h�(l2) = p0 l1 + q0m1 = p0 l1(p0 et q0 sont des entiers d�ependants de h)D'apr�es le th�eor �me de Van-Kampen,�1�L(p; q)� = �1(U1)S�1(V )�1(U2)= fl1 l2 � i2�(m2) = i1�(m2) = h�(m2) ; i2�(l2) = i1�(l2) = h�(l2)g= fl1 l2 � e = p l1 ; l2 = p0 l1g= fl1 � e = p l1g= Z�pZCompl�ements (classi�cation des espaces lenticulaires)On entendra par "espaces lenticulaires distincts" de tels espaces non hom�eomorphes.D'apr�es la proposition (2), tout espace lenticulaire est de la forme L(p; q) avec p et q premiersentre eux et 0 < q < p� 1. En particulier, pour p donn�e, il y a au plus '(p) espaces lenticulairesdistincts de la forme L(p; q) (en notant ' l'indicateur d'Euler). Le r�esultat de la proposition (3)permet de dire qu'il y en un nombre inferieur �a '(p)=2, pour chaque p.Actuellement tout les espaces lenticulaires ont �et�e classi��es (toujours �a hom�eomorphisme pr�es).D'apr�es Brody (1960), on a le r�esultat suivant :L(p; q) et L(p0; q0) sont hom�eomorphes si et seulement si �q0 � q�1 (mod p).6



Espaces lenticulairesD'apr�es Whitehead (1941), on a aussi le r�esultat suivant:L(p; q) et L(p0; q0) ont le même type d'homotopies si et seulement si �q q0 est un r�esidu quadra-tique modulo p. Cela signi�e qu'il existe un entier m tel que �q q0 � m2 (mod p). Par exemple,L(7; 1) et L(7; 2) ont le même type d'homotopies mais ne sont pas hom�eomorphes.
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Espaces lenticulaires
Variations

1.Construction a partir de S3La premi�ere construction est tr�es proche de la d�escription de la premi�ere partie. Elle consiste�a retirer un voisinage tubulaire V d'un noeud trivial de S3, de le "tordre" puis de le remettre �asa place de sorte qu'apr�es recollement, un m�eridien de V parcours p m�eridien de S3nV et fasse qtours du noeud trivial.Cette construction est bien �equivalente �a celle vu pr�ec�edement. En e�et, Le voisinage tubulaired'un noeud trivial est un tore ( au moins hom�eomorphe �a un tore, on peut donc se ramener aucas o�u V est un tore ). De plus, on a vu dans la premi�ere partie que S3 est un espace lenticulaire,donc l'adh�erence du compl�ementaire d'un tore dans S3 est un tore, S3nV est donc un tore. Il su�td�esormais de considerer V1 = S3nV et V2 = V et on obtient L(p, q) d'apr�es la d�e�nition donn�eesdans la premi�ere partie.On peut donc obtenir tout les espaces lenticulaires �a partir d'un seul.
2.Construction a partir de B3Nous allons construire maintenant les espaces lenticulaires �a partir de B3. Les entiers p et q�etant donn�es, �a chaque point de l'h�emisph�ere sup�erieure on associe le point obtenu apr�es rotationd'un angle de 2�q=p suivie d'une sym�etrie par de plan horizontale( i.e. 8M = (x; y; z) 2 @B3; x > 0 on d�e�nitM � N parN = (xcos(2�q=p)�ysin(2�q=p); xsin(2�q=p)+ycos(2�q=p);�z) ) comme indiqu�e sur la �gure 2.1.

2π q/p

On obtient ainsi une relation d'�equivalence sur B3. On consid�ere ensuite la topologie quotientet on obtient L(p, q).
DémonstrationSoit V1 = fM = (x; y; z) 2 B3=x2 + y2 � 1=4g et soit V2 l'adh�erence de son compl�ementairedans B3. V1 est un cylindre avec les extremit�es indenti��ees apr�es une rotation de 2�q=p, c'est doncun tore. Il su�t donc de voir que V2 est un tore et ainsi on aura bien un espace lenticulaire.8



Espaces lenticulaires
V2

m

V1

Pour montrer que V2 est un tore, on proc�ede par d�ecoupage et recollement. Le d�ecoupagecorrespond �a celui de la �gure 2.3, il consiste �a d�ecouper V2 selon la verticale en p parties �egales (donc tout les 2�=p ). On obtient ainsi les espaces S1 �a Sp.
S2

S3

S1

S4
S5

On recolle ensuite selon l'identi�cation d�ecrite au d�ebut de ce chapitre ( c.f. �gure 2.1 ), ainsion recolle le "haut" de Si au "bas" de Si+qmodp ... On a alors la �gure 2.4.
S4 S1

S2 S3

S5

On recolle ensuite selon le dernier d�ecoupage e�ectu�e ( c'est a dire Si �a Si+1 ) cela correspond�a un recollement des extremit�es du cylindre apr�es un tour de 2�q=p) et on obtient ainsi un tore.9



Espaces lenticulairesOn a donc un espace lenticulaire car l'adh�erence du compl�ementaire d'un tore ( V1 ) est un tore (V2 ). Il ne nous reste plus qu'�a voir que l'on obtient bien L(p, q). Pour cela consid�erons le m�eridiend�essin�e sur la �gure 2.4 ( on peut suivre son �evolution sur toutes les �gures ) il correspond �a pdroites verticales parall�eles sur V1 ( c.f. �gure 2.2 ), et donc apr�es recollement, l'image du m�eridienparcours p longitudes de V1 et q m�eridiens ( grâce au tour de 2�q=p ). On a donc bien obtenu L(p,q).
3.Construction par action sur la boule unité de C 2Pour cette construction, on consid�ere S3 comme �etant la boule unit�e de C 2 ( les deux notationsseront utilis�ees indi��erement dans la suite ) sur laquelle on consid�ere l'action� : C 2 �! C 2(z0; z1) �! (z0w; z1wq) avec w = e2i�=p�p = Id, on a donc une action de Z=pZsur S3.
PropositionL(p, q) est hom�eomorphe �a un domaine fondamental de cette action
Démonstation� NotationOn consid�ere � l'hom�eomorphisme d�e�ni par� : [0 2�[ �! [0 2�[x �! ( px2(p�1) si x 2 [0 2� p�1p ]px2 + (2� p)� si x 2 [2� p�1p 2�]On d�e�nit ensuite � �a l'aide de �� : C 2 �! C 2(�ei� ; z + it) �! (�ei�(�); z + it)� en est un hom�eomorphisme un en tant que compos�e d'hom�eomorphisme.Soit q la projection q : C 2 �! C(x+ iy; z + it) �! x+ iyOn a

q���!Soit p la projection st�er�eographique :p: S3 �! R3[1(x; y; z; t) �! 1y�1(x; z; t)p est un hom�eomorphisme. 10



Espaces lenticulaires� Montrons que l'adh�erence de B3 contient au moins un point de chaque orbite.avec B3 = fp(x; y; z; t) tq (x; y; z; t) 2 S3 y � 0g on a doncB3 = fp � �(�ei�; z + it) tq (�ei�; z + it) 2 S3 et � 2 [2� p�1p 2�]gPour que B3 contienne un point d'une orbite il su�t qu'il y ait un point de cette orbite telque Im(q � �(x+ iy; z + it)) � 0 ce qui est le cas. En e�et, si on consid�ere seulement l'action surC par � : z �! zw, alors il y a au moins un point x0 de l'orbite tel que son argument soit dans[2� p�1p 2�], donc son image par q ��(x0) a un argument dans [� 2�] et donc p ��(x0) est dans B3.B3 contient donc un point de chaque orbite.� Montrons que l'int�erieur de B3 contient au plus un point de chaque orbite.Supposons que B3 contienne deux points x0 et x1 dont les pr�eimages sont dans la même orbite.On pose yi = q((p � �)�1(xi)). Alors 9k 2 N; 0 � k < p tel que arg(y1) = arg(y2) +2k�=p mod[2�]. Or par d�e�nition arg(yi) 2 [2� p�1p ; 2�] donc arg(yi) 2 f2� p�1p ; 2�g et �nale-ment yi 2 S2 Alors l'int�erieur de B3 contient au plus un point de chaque orbite.� Montrons que B3=��= L(p; q) avec � l'image de la relation d'�equivalence � sur S3 par p � �.En e�et, les points de l'int�erieur ne sont identi��es avec aucun autre point de la boule et soitx et y des points de la sph�ere S2 tels que x � y alors x0 = (p � �)�1(x) � (p � �)�1(y) = y0 pard�e�nition. Donc il existe un entier k tel que x0 = �k(y0) par d�e�nition de la relation d'�equivalence.Or x et y �etant sur la sph�ere S2 , arg(q(x0)) et arg(q(y0)) sont dans f2� p�1p ; 2�g donc on peutsupposer que x0 = � (y0) et y0 = (�ei2�(p�1)=p; t) on a x0 = (�; twq) alors �(y0) = (�ei� ; t) = (��; t)et �(x0) = (�; t)Donc y = (��; z) et x = (�; zwq)) et l'identi�cation du paragraphe 2 nous donne B3= ��= L(p; q)
PropositionSoit  : B3 �! B3=� le passage �a la topologie quotient, alors on a(S3;  � p � �) est le revêtement universel de L(p, q). et �1(L(p; q)) =Z=pZ
DémonstrationPar construction, c'est bien un revêtement.(S3;  � p � �) est simplement connexe, on a donc bien le r�esultat souhait�e.L'ensemble des automorphismes de (S3;  �p��) est engendr�e par � . En e�et, par construction,chaque �bre contient p �el�ements donc l'ensemble des automorphismes de (S3;  � p � �) contientau plus p �elements. De plus, le groupe engendr�e par � contient p �element qui sont tous desautomorphismes donc l'ensemble des automorphismes de (S3;  � p � �) est isomorphe au groupeengendr�e par � qui est lui-même isomorphe �a Z=pZ.Donc �1(L(p; q)) =Z=pZ
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