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INTRODUCTION 5
IntroductionL'objectif de ce rapport est l'étude de l'espace de Teichmüller Tg;� des surfaces conformes degenre g et de type � . Une surface conforme est une surface di�érentiable S munie d'une structureconforme, c'est à dire d'une classe de proportionnalité de métriques riemanniennes sur S (voirsection 1.1.2). La connaissance de l'espace de Teichmüller (voir sections 3.2 et 3.3) permet demieux connaître l'espace des modules Sg;� , qui est l'ensemble des classes d'isomorphisme de surfacesconformes genre g et de type � . En e�et, on a la relation Sg;� = Tg;�=�, où � = Diff0(S)nDiff(S)est le groupe modulaire. Cet espace des modules est un espace topologique connexe par arcs (voirsection 3.3.1). L'intérêt de passer par les espaces de Teichmüller est que ceux-ci sont réguliers alorsque ce n'est généralement pas le cas pour les espaces des modules.On cherche a munir Tg;� d'une certaine structure qui sera analytique complexe dans certainscas (surfaces conformes non géométriquement irréductibles, i.e. surfaces conformes orientables etsans bords donc de type � = +0) et analytique réelle la plupart du temps (surfaces conformesgéométriquement irréductibles, i.e. de type � 6= +0). Dans le cas des surfaces de Riemann (section3.1 ou [Nag88, IT92]), on munie l'espace de Teichmüller Tg d'une structure de variété analytiquecomplexe en utilisant les di�érentielles de Beltrami sur une surface R de genre g qui sont dessections du �bré en droites 
�1 

, où 
 est le �bré en droite complexe des formes di�érentiellescomplexes sur R et 
 le �bré conjugué. On pourrait penser appliquer une méthode semblable dansle cas des surfaces conformes, mais le problème est qu'on ne peut dé�nir le �bré 
 sur une surfacenon orientable. On va alors utiliser les liens qui existent entre les catégories de surfaces conformeset celle des surfaces de Riemann (voir section 1.3.3) car ils induisent des relations entre espaces deTeichmüller de surfaces conformes et espaces de Teichmüller de surfaces de Riemann. La structurerecherchée est alors obtenu par transport de structure :- Cas des surfaces conformes non géométriquement irréductibles (� = +0) : Sachant que lessurfaces de Reimann sont des surfaces non géométriquement irréductibles orientée, on obtientTg;+0 ' Tg (section 3.3.2). Comme Tg a une structure de variété analytique complexe dedimension 3g � 3, il en va de même pour Tg;+0.- Cas des surfaces conformes géométriquement irréductibles (� 6= +0) : A l'aide du doublecomplexe d'une surface conforme, on obtient Tg;� ' T �~g(g;�), où ~g(g; � ) est la fonction dugenre g et du type � des surfaces conformes donné par l'équation (1.3) page 17 et T �~g(g;�)est l'ensemble des points �xes de T~g(g;�) pour une certaine action du groupe de Galois �de C sur R (section 3.3.3). Comme � agit antiholomorphiquement sur T~g(g;�) qui est unevariété analytique complexe de dimension (complexe) 3~g(g; � )�3, alors T �~g(g;�) est une variétéanalytique réelle de dimension (réelle) 3~g(g; � )� 3 = 6g + 3c� 6 si � = +c ou 3g + 3c� 6 si� = �c. Il en va donc de même pour Tg;� .Ces résultats sur la dimension sont con�rmés, dans le cas oú ~g(g; � ) � 2, par le calcul descoordonnées de Fricke (section 3.2.2) qui donnent en particulier une injection Tg;� ,! R6g+3c�6 si� = +c ou Tg;� ,! R3g+3c�6 si � = �c. On introduit pour cela une autre dé�nition de l'espacede Teichmüller des surfaces conformes de genre g et de type � basée sur le groupe fondamental�1(S) d'une surface S. Ce dernier est fortement lié à un groupe cristallographique non-euclidien �(section 2.1.2) tel que S ' H=�, où H est le demi-plan de Poincarré (section 2.2.3). C'est pourquoile chapitre 2 étudie ces sous-groupes discrets de Aut(H) et la réalisation des surfaces conformescomme quotient de H par un tel groupe. Il permet de plus une approche di�érente des surfacesconformes.



6 INTRODUCTIONConventions et notations:Soit S et S0 deux surfaces compactes et c (resp. c0) le nombre de composantes connexes du bord@S de S (resp. du bord @S0 de S0). On dira que ces deux surfaces sont de même type, si c = c0 et Set S0 sont toutes deux ou bien orientables, ou bien non orientables. Le type de S sera noté � = +csi S est orientable et � = �c sinon.Le genre d'une surface S est son genre topologique, c'est à dire le nombre maximumde courbesfermées sans points communs que l'on peut tracer sur S de façon qu'en la découpant suivant cescourbes elle reste d'un seul tenant [BGLL93, page 374].Par �variété (resp. surface) di�érentiable� on entend variété (resp. surface) di�érentiable à bord(éventuellement vide), connexe ou non.Une surface de Riemann est compacte et connexe. Dans le cas où une surface de Riemann admetun bord (éventuellement vide), on parlera de �surface de Riemann à bord �. L'expression �surfacede Riemann� désignera une surface de Riemann sans bord. Un morphisme f : S! S0 de surface àbord est supposé véri�er : f(@S) � @S0. Une surface conforme est compacte.Le groupe de Galois de C sur R est noté � et son élément non trivial �. Si � agit sur X et X0,une application f : X �! X 0 est dite équivariente si pour tout x 2 X, f(� � x) = � � f(x). Quandon dit que � agit sur une variété analytique complexe, � est supposé agir antiholomorphiquement,i.e., son action sur les sections du faisceau des germes de fonctions holomorphes est antilinéaire.Quand � agit sur une surface di�érentiable orientable, � est supposé agir en inversant l'orientation.RemerciementJe teins particulièrement à remercier M. Huisman, tout d'abord pour avoir accepté d'encadrerce stage, mais aussi et surtout pour la façon dont il l'a fait ainsi que pour ses conseils avisés.Je souhaite aussi remercier M. Cerveau qui m'a plus ou moins aiguillée dans mes choix.Merci en�n à toutes les personnes qui m'ont aidé de près ou de loin lors de ce stage.



7Chapitre 1Des surfaces conformes1.1 Quelques structures sur les variétésLes notions énoncées ici sont issues de [Hui99].1.1.1 Structures complexes et presque complexesStructures complexesSoit V , un espace vectoriel réel. Une structure complexe sur V est un morphisme de R-algèbres� : C �! End(V ). � permet de dé�nir une loi externe m : C � V �! V par m(�; v) = (�(�))(v)qui fait de V un espace vectoriel complexe dont la structure d'espace vectoriel réel sous-jacentecoïncide avec celle de V . Comme C = R[p�1], une structure complexe � sur V est entièrementdéterminée par l'image de p�1 dans End(V ). Il est donc équivalent de se donner une structurecomplexe sur V ou un endomorphisme I de V tel que I2 = �id.Soient V et V 0 deux espaces vectoriels réels munis des structures complexes � et �0 respecti-vement et L : V �! V 0 une application R-linéaire. On note I = �(p�1) et I0 = �0(p�1). L estlinéaire complexe si l'une des assertions équivalentes suivantes est réalisée :(a) L � �(�) = �0(�) � L pour tout � 2 C .(b) L � I = I0 � L(c) L est C -linéaire pour les structures de C -espace vectoriel correspondantes sur V et V 0.Proposition 1.1.1 Soit V et V 0 deux espaces vectoriels réels, V 0 étant muni d'une structure com-plexe �0, et L : V �! V 0 un isomorphisme R-linéaire. Il existe une unique structure complexe �sur V telle que L soit complexe par rapport à � et �0. On notera L?�0 la structure induite.Preuve: Si on pose L?�0(�) = L�1 ��0(�)�L pour tout � 2 C , alors L?�0 est une structure presquecomplexe sur V . 2Proposition 1.1.2 Soit V un R-espace vectoriel de dimension �nie. Une structure complexe �sur V induit une orientation �� sur V .Preuve: On oriente V de la façon suivante :Si fv1; � � � ; vng est une C -base de V , on pose �� = [v1; Iv1; � � � ; vn; Ivn], où I = �(p�1). 2Si V est un R-espace vectoriel orienté de dimension �nie, une structure complexe � sur V estdite compatible avec l'orientation si �� coïncide avec l'orientation de V .Soit V un espace vectoriel réel et � une structure complexe sur V . La structure complexeconjuguée � est dé�nie comme �(�) = �(��) pour � 2 C . Si I = �(p�1) alors l'endomorphismeassocié à � est �I. Si V est de dimension �nie, dimRV = 2n, on a le résultat suivant : si n estimpaire, l'orientation �� est l'opposée de ��, sinon �� = ��



8 CHAPITRE 1. DES SURFACES CONFORMESVariétés presque complexesSoit X, une variété di�érentiable réelle. Une structure presque complexe sur X est l'une desdonnées équivalentes suivantes :(a) pour tout p 2 X, d'une structure complexe �p sur l'espace tangent TpX à X en p tel que �(�) �Xsoit un champ de vecteur di�érentiel pour tout champ de vecteur di�érentiel X sur X et tout� 2 C ,(b) d'un morphisme de R-algèbre � : C �! End(TX),(c) d'un endomorphisme I du �bré tangent TX tel que I2 = �idTX ,(d) d'une structure d'espace vectoriel complexe sur TX telle que la structure vectorielle réellesous-jacente coïncide avec celle de départ de TX.Une variété di�érentiable munie d'une structure presque complexe est appelée variété presquecomplexe.Une application di�érentiable f : X �! X0 entre les variétés di�érentiables X et X0 munies desstructures presque complexes � et �0 respectivement est dite presque complexe (resp. anti-presquecomplexe) si l'application R-linéaire Tpf est complexe pour les structures complexes �p et �0f(p)(resp. pour les structures complexe �p et �0f(p)) en tout point p de X.Proposition 1.1.3 Soit X et X0 deux variétés di�érentiables, �0 une structure presque complexesur X0 et f : X �! X0 un di�éomorphisme local. Il existe une unique structure presque complexesur X telle que f soit presque complexe.Preuve: Pour tout p 2 X, l'application tangente Tpf est un isomorphisme R-linéaire. Il existe uneunique structure complexe �p = (Tpf)?�0f(p) sur TpX telle que Tpf soit complexe. Alors � est unestructure presque complexe sur X et on la note f?�. 2Remarque: Si f : X �! X0 et g : X0 �! X00 sont deux di�éomorphismes locaux et �00 une structurepresque complexe sur X00, alors (g � f)?�00 = f?(g?�00).Proposition 1.1.4 Une structure presque complexe � sur X induit une orientation sur X.Preuve: En tout point p de X, on a une structure complexe �p sur TpX. Elle induit une orientationde TpX. Celle-ci dépendant continûment de p, elle induit une orientation de X. 2Si X est orientée, on dit que � est compatible avec l'orientation si �p est compatible avecl'orientation de TpX pour tout p 2 X.Soit � une structure presque complexe sur une variété di�érentiable X. Alors sa structure presquecomplexe conjuguée, � est dé�nie par �p = (�p).variétés analytiques complexes et variétés presque complexesThéorème 1.1 Soit X une variété analytique complexe et X la variété di�érentiable sous-jacente.Alors X induit sur X une structure presque complexe.Preuve: La structure presque complexe est obtenue de la façon suivante :TX id
1 // '� 55TX
RC ' T 0X� T 00X pr1 // T 0XTX désigne le �bré tangent di�érentiel de X, T 0X le �bré tangent holomorphe de X et T 00X = T 0Xson �bré tangent antiholomorphe.On munie TX de la structure complexe '?I où I est la structure d'espace vectoriel complexe deT 0X. 2Proposition 1.1.5 Soient X et X0 deux variétés complexes. Une application f : X �! X0 estholomorphe (resp. antiholomorphe) si et seulement si elle est presque complexe (resp. anti-presquecomplexe) par rapport aux structures presque complexes induites sur X et X0.



1.1. QUELQUES STRUCTURES SUR LES VARIÉTÉS 9Preuve: Cette proposition est la conséquence immédiate du résultat suivant [KN69, propposition2.2 page 122]:Une application de Cn dans Cm est holomorphe si et seulement si elle préserve les structurespresque complexes de Cn et Cm . 2S. Kobayashi et K. Nomizu [KN69] montrent la réciproque au théorème 1.1 dans le cas desvariétés di�érentiables de dimension 2 (cette réciproque est fausse en dimension supérieure).Théorème 1.2 Si S est une surface di�érentiable compacte connexe orientable sans bords, alorschaque structure presque complexe sur S provient d'une structure de surface de Riemann sur S.Preuve: Nous ne referons pas ici la preuve de ce résultat. S. Kobayashi et K. Nomizu procèdentpar étapes :1. Il montrent qu'une structure presque complexe sur une variété di�érentiable provient d'unestructure complexe si et seulement si elle n'a pas de torsion [KN69, Théorème 2.5. page 124].2. Toute structure presque complexe sur une variété di�érentiable de dimension 2 est sans torsion[KN69, exemple 2.8. page 141]. 2On a ainsi montré laProposition 1.1.6 Il existe une correspondance bijective entre surfaces compactes connexes orien-tables sans bords munies d'une structure presque complexe et surfaces de Riemann.1.1.2 Structures conformesStructures conformesSoit V , un espace vectoriel réel. Un produit scalaire sur V est une forme bilinéaire symétriquedé�nie positive, < �; � >. Soient < �; � > et < �; � >0, deux produits scalaires sur V . On dira que< �; � > et < �; � >0 sont proportionnels si il existe un réel positif � tel que < u; v >= � < u; v >0pour tout u; v 2 V . C'est une relation d'équivalence et les classes de proportionnalité d'un produitscalaire sur V sont appelées structures conformes sur V .Il existe une bijection entre les formes quadratiques dé�nies positives et les produits scalaires.Elle est donnée par : < �; � > 7�! (q : v !< v; v >). Si q et q0 sont deux formes quadratiques dé�niespositives sur V , on dira qu'elles sont proportionnelles si il existe un réel positif � tel que q = �q0.Il s'agit encore d'une relation d'équivalence et d'après ce qui précède, il revient au même de sedonner une classe de proportionnalité de formes quadratiques dé�nies positives ou de se donnerune structure conforme sur V .Proposition 1.1.7 Soit V et V 0 deux espaces vectoriels réels, V 0 étant muni d'une structureconforme '0, et L : V �! V 0 un isomorphisme R-linéaire. Il existe une structure conforme L?'0induite sur V .Preuve: Soit < �; � >0 un produit scalaire sur V 0 représentant '0. Si on note L? < �; � >0 la formebilinéaire dé�nie sur V par L? < u; v >=< Lu;Lv >0, alors L? < �; � > est un produit scalaire.Sa classe de proportionnalité ne dépendant pas du choix de < �; � >0, elle dé�nie une structureconforme L?'0 sur V . 2Soit V et V 0 des espaces vectoriels réels munis des structures conformes ' et '0 respectivement.Un isomorphisme R-linéaire L : V �! V 0 est conforme si L?'0 = '.Variétés conformesSoit S une variété di�érentiable et < �; � >, < �; � >0 deux métriques riemanniennes sur S. Ondira que < �; � > et < �; � >0 sont proportionnels si l'une des conditions équivalentes suivantes estvéri�ée :(i) Les produits scalaires < �; � >p et < �; � >0p sont proportionnels en tout point p 2 S.(ii) Il existe une application di�érentiable � : S �! R+ telle que < X; Y >= � < X; Y >0 pourtous champs de vecteur di�érentiables X et Y sur S.



10 CHAPITRE 1. DES SURFACES CONFORMESUne structure conforme sur S est une classe de proportionnalité de métriques riemanniennes sur S.Si ' est une structure conforme sur S, ' induit une structure conforme 'p sur TpS en tout pointp de S. De même que pour les structures conformes sur les espaces vectoriels réels, il est possiblede dé�nir, de façon équivalente, une structure conforme sur une surface di�érentiable S comme laclasse de proportionnalité d'une forme quadratique dé�nie positive sur le �bré tangent TS. Unevariété conforme est une surface di�érentiable S munie d'une structure conforme '.Proposition 1.1.8 Soit S et S0 deux variétés di�érentiables, '0 une structure conforme sur S0.Tout di�éomorphisme local f : S �! S0 induit une structure conforme f?'0 sur S.Preuve: On dé�nie f?'0 en posant en tout point p de S (f?'0)p = (Tpf)?'p0 . C'est une structureconforme. 2Remarque: Si f : S �! S0 et g : S0 �! S00 sont deux di�éomorphismes locaux et '00 une structureconforme sur S00, alors (g � f)?'00 = f?(g?'00).Si (S; ') et (S0; '0) sont des variétés conformes, un di�éomorphisme local f : S �! S0 estconforme si f?'0 = ' et si f(@S) � @S0.Homéomorphismes quasi-conformesOn trouvera plus de détails dans [Nag88] ou dans [IT92].Soient U;U 0 � C deux ouverts, h : U �! U 0 un homéomorphisme préservant l'orientation etz 2 U . On note, pour r 2 R+ su�samment petit :L(z; r) = maxjw�zj=r jh(w)� h(z)jl(z; r) = minjw�zj=r jh(w)� h(z)jLa dilatation circulaire de h est dé�nie de la façon suivante :H : U �! [1; +1]z 7�! lim supr!0+ L(z; r)l(z; r)h est quasi-conforme si sa dilatation circulaire est bornée sur U et h est k-quasi-conforme pourk 2 R+ si sa dilatation circulaire véri�e H � k presque partout dans U . On dira que h est conformesi h est 1-quasi-conforme.Théorème 1.3 Soit h : U �! U 0 un homéomorphisme quasi-conforme. Alors h est dérivablepresque partout dans U .De plus, sa dilatation circulaire H véri�e : H = 1+j�j1�j�j avec � = @h@z@h@�z 2 L1(U )1Soient S et S0 des surfaces de Riemann et h : S �! S0 un homéomorphisme préservantl'orientation. On dira que h est k -quasi-conforme pour k 2 R+ si, pour toutes cartes (U; z) et(U 0; z0) de S et S respectivement telles que h(U ) � U 0, alors z0 � h � z est k-quasi-conforme. Siil existe k 2 R+ tel que h est k-quasi-conforme, h est quasi-conforme et h est conforme si h est1-quasi-conforme.Remarque: Si h est di�érentiable, on voit que la notion de morphisme conforme dé�nie ici et celledé�nie précédemment coïncident.Le théorème suivant est un théorème d'existence qui se revellera utile dans la section 3.1.3.Théorème 1.4 (Bers-Ahlfors)Soit � 2 B(P1(C )) = L1(P1(C ))1 � dzd�z . Alors, il existe un unique homéomorphisme quasi-conformeh� : P1(C ) �! P1(C ) tel que :- �(h�) = @h�@z@h�@�z = �- 0, 1 et 1 sont points �xes de h�.



1.1. QUELQUES STRUCTURES SUR LES VARIÉTÉS 111.1.3 Lien entre les di�érentes structuresSur les R-espaces vectoriels de dimension 2Proposition 1.1.9 Une structure complexe � sur un espace vectoriel réel de dimension 2 induitune structure conforme '� sur V . De plus une paire non ordonnée de structures complexes conju-guées détermine une structure conforme.Réciproquement, une structure conforme ' sur une espace vectoriel V de dimension 2 détermineune paire non ordonnée de structures complexes.Preuve: Posons I = �(p�1). Soit x un élément non nul du dual de V et y = x � I. On dé�niealors une forme quadratique qx sur V par : qx(v) = x(v)2+y(v)2 pour tout v 2 V . qx est une formedé�nie positive dont la classe de proportionnalité ne dépend pas du choix de x. Donc la structureconforme '� dé�nie par qx ne dépend pas du choix de x.Par construction, '� = '� , où '� est la structure conforme induite par la structure complexeconjuguée �. Donc � et � déterminent '� = '� .Soit < �; � > un produit scalaire représentant ' et SO(V ) le groupe spécial orthogonal deV relativement à < �; � >. Alors il existe deux éléments I et I0 de SO(V ) véri�ant l'équationX2 = �Id. Si on note � et �0, les structures complexes associées sur V , � et �0 sont conjuguéespuisque I = �I0. Comme le sous-groupe SO(V ) de Gl(V ) ne dépend que de la structure conforme,la paire non ordonnée de structures complexes conjuguées ne dépend pas du choix de < �; � >. 2On obtient ainsi une correspondance bijective entre structures conformes sur V et paires nonordonnées de structures complexes sur V . Si l'on se donne une orientation � sur V , seulementl'une des deux structures complexes conjuguées est compatible avec l'orientation. On obtient alorsune correspondance bijective entre structures conformes sur V et structures complexes compatiblesavec l'orientation sur V .Cette correspondance est naturelle dans le sens où, si L : V �! V 0 est un isomorphisme R-linéaire, �0 une structure complexe et '0 la structure conforme associée sur V 0, la structure conformeassociée à la structure complexe L?� et L?'. Ainsi si L préserve l'orientation, L est conforme parrapport à ' et '0 si et seulement si elle est complexe pour � et �0.Au niveau des variétésSoit S, une surface di�érentiable connexe. Une structure presque complexe � sur S induit unestructure conforme ' sur S. En e�et, �p est une structure complexe sur TpS pour tout p 2 S. Cettestructure complexe induit une structure conforme 'p sur TpS (cf paragraphe précédent).Si � est la structure presque complexe conjuguée, alors la structure conforme induite par � estla même que celle induite par �. Ainsi, une paire non ordonnée de structures presque complexesconjuguées détermine une structure conforme sur S.Réciproquement, une structure conforme ' sur S détermine une paire non ordonnée de struc-tures presque complexes conjuguées. En e�et, 'p est une structure complexe sur TpS pour toutp 2 S. Cette structure complexe induit paire non ordonnée de structures presque complexes conju-guées �p et �0p sur TpS (cf paragraphe précédent).Ceci nous donne leThéorème 1.5 Il existe une correspondance bijective entre structures conformes sur S et pairesnon ordonnées de structures presque complexes sur S.Si S est orientable et que l'on se donne une orientation �. On obtient une correspondance bijec-tive entre structures conformes sur S, structures presque complexes compatibles avec l'orientationsur S et structure de variété analytique complexe sur S.Cette correspondance est naturelle dans le sens où, si f : S �! S0 est un di�éomorphismelocal, �0 une structure complexe et '0 la structure conforme associée sur V 0, la structure conformeassociée à la structure complexe f?� et f?'. Ainsi on a la



12 CHAPITRE 1. DES SURFACES CONFORMESProposition 1.1.10 - Si f préserve l'orientation, f est conforme par rapport à ' et '0 si etseulement si elle est presque complexe pour � et �0. En particulier, f est conforme par rapport à' si et seulement si f est holomorphe pour les structures analytiques complexes induisant � et �0.- Si f inverse l'orientation, f est conforme par rapport à ' et '0 si et seulement si elle est anti-presque complexe pour � et �0. En particulier, f est conforme par rapport à ' si et seulement si fest antiholomorphe pour les structures analytiques complexes induisant � et �0.Preuve: Ces résultats sont des conséquences immédiates de ce qui précède et de la proposition1.1.5. 21.2 Petit détour du coté des surfaces de KleinOn ne donnera ici essentiellement que la dé�nition d'une surface de Klein. Pour plus de détailssur cette notion, le lecteur pourra se référer au livre de N. Alling et N. Greenleaf [AG71] ou bienà celui de E. Bujalance et al. [BEGG90].1.2.1 Qu'est-ce-qu'une surface de Klein?Rappels d'analyse complexeSoit E un sous-ensemble non vide de R2 et f : E �! R2 une application dérivable. On identi�eraR2 et le plan complexe COn rappelle que @@z = 12( @@x � i @@y ) et @@�z = 12( @@x + i @@y )f est dite analytique si @f@�z = 0 et antianalytique si @f@z = 0 sur E . Si sur chaque composanteconnexe S de E , f est soit analytique soit antianalytique, alors f est dite dianalytique.Les fonctions dianalytiques sur S qui sont à la fois analytique et antianalytique sont les fonctionsconstantes.Comme @f@z = @f@�z , on a la propriété suivante :Proposition 1.2.1 f (resp. �f) est analytique si et seulement si �f (resp. f) est antianalytique.Soit f et g deux fonctions dianalytiques dé�nies respectivement sur E et F � f(E). Alorsh = g � f est dianalytique. De plus, sur chaque composante connexe de E , h est analytique si f etg sont toutes deux analytiques ou antianalytiques. Si l'une est analytique et l'autre antianalytique,alors h est antianalytique.Atlas dianalytiqueSoit C+ = fz 2 C j =m z � 0g, le demi-plan supérieur. Soit E et F des sous-ensembles de C+ .Une application continue f : E �! F est analytique (resp. antianalytique) sur E si elle s'étenden une fonction analytique (resp. antianalytique) sur un voisinage de E dans C . Si sur chaquecomposante connexe S de E , f est soit analytique soit antianalytique, alors f est dite dianalytique.Théorème 1.6 (Ré�ection de Schwarz)Soient E et E 0, deux sous-ensembles de C+ et f : E �! E 0 une application dianalytique surl'intérieur de E et véri�ant f(E \R)� E 0 \R. Alors, f est dianalytique sur E .Preuve: Notons E = f�z j z 2 Eg. Alors f s'étend en une fonction dianalytique ~f : E [E �! E 0 [E 0en posant, pour �z 2 E , ~f (�z) = f(z) 2Soit S une surface à bord (éventuellement vide) munie d'un atlas A. On dira que A est diana-lytique (resp. analytique) si ses fonctions de transition sont dianalytiques (resp. analytiques).Deux atlas dianalytiques (resp. analytiques) A et A0 sur une surface S sont dit dianalytiquementéquivalents (resp. analytiquement équivalents) si l'atlas A[A0 est dianalytique (resp. analytique). Ils'agit bien sûre d'une relation d'équivalence. Une structure dianalytique (resp. structure analytique)



1.2. PETIT DÉTOUR DU COTÉ DES SURFACES DE KLEIN 13sur S est une classe d'équivalence d'atlas dianalytique (resp. analytique). Une surface compacteconnexe S munie d'une structure dianalytique S est alors appelée surface de Klein. On noterasouvent S pour � S munie de S �.Le théorème [AG71, théorème 1.7.1 page 46] qui suit nous donne l'existence de structuresdianalytiques.Théorème 1.7 Soit S une surface compacte (connexe). Il existe une structure dianalytique S surS, d'où S est une surface de Klein.Les morphismesA�n de dé�nir les morphismes entre surfaces de Klein, nous avons besoin de l'application pliageF : C �! C+ donnée par F(x+ iy) = x+ ijyjSoit E un sous-ensemble de C+ , alors F�1(E) = E [ E , en particulier, F�1(R) = R. De plus Fest une application ouverte.Un morphisme entre les surfaces de Klein S et S0 est une application continue f : S �! S0telle que :(i) f(@S) � @S0(ii) Pour tout p 2 S il existe des cartes (U; z) et (U 0; z0) en p et f(p) respectivement, et unefonction holomorphe F : z(U ) �! C telles que le diagramme suivant commute :Uz �� f // U 0z0��z(U ) F // C F // C+ (1.1)Remarques: (i) Dans le cas où @S0 = ;, ou bien simplement si p =2 @S et f(p) =2 @S0, on peutremplacer le diagramme (1.1) par le diagramme suivant :Uz �� f // U 0z0��C F // C (1.2)(ii) On peut étendre F en une fonction analytique ~F : z(U ) [ z(U ) �! C en utilisant le principede ré�ection de Schwarz, puisque f(@S) � @S0, F est à valeurs dans R sur R\ z(@S \ U ).(iii) La principale di�érence entre morphismes dans la catégorie des surfaces de Klein et danscelle des surfaces de Riemann est l'apparition de F dans le diagramme (1.1). Cependant, si onconsidère deux applications analytiques f1; f2 : U �! C , où U est un ouvert connexe de C , tellesque Ff1 = Ff2, alors f1 = f2 .A première vue, la notion de morphisme parait être essentiellement locale, pourtant, on a lapropriété suivante :Proposition 1.2.2 Soit f : S �! S0 un morphisme non constant et (U; z), (U 0; z0) deux cartesquelconques de S et S0 telles que f(U ) � U 0 et z0(U 0) � C+ . Alors il existe une unique applicationanalytique F : z(U ) �! C telle que le diagramme suivant commute :Uz �� f // U 0z0��z(U ) F // C F // C+



14 CHAPITRE 1. DES SURFACES CONFORMES1.2.2 Équivalence de catégorieLe but de cette section est de montrer l'équivalence entre la catégorie des surfaces de Klein etcelle des surfaces conformes.Le lien entre les objetsProposition 1.2.3 Soit S une surface compacte di�érentiable. A toute structure dianalytique Ssur S, on peut associer une structure conforme 'S . Réciproquement, si ' est une structure conformesur S, on peut lui associer une structure dianalytique S'. De plus ces deux constructions sontinverses l'une de l'autre.Preuve: Supposons S munie d'une structure dianalytique S. Soit p 2 S et X une sous-variété orien-table de S contenant p. Il existe alors deux structures presque complexes conjuguées induites surX par S (cf. section 1.1.1). On leur associe la même structure conforme 'X (cf. section 1.1.3). Parconstruction et puisque S est compacte, les structures conformes 'X se recollent en une structureconforme ' sur S.Réciproquement, supposons S munie d'une structure conforme ' et soit p 2 S. Il existe unesous-variété X de S, orientable et contenant p. Chacune des orientations donne à X une structure desurface de Riemann. Elles sont toutes deux dans la même classe de structure dianalytique X pourX (cf. section 1.1.1). Si p0 est un autre point de S et X0 la structure dianalytique sur X0 construitecomme précédemment, on considère une composante connexe V de X \ X0. Alors V est orientableet, par construction, la structure dianalytique obtenue sur V est la même que XjV et que X0jV , cequi nous donne une structure de variété dianalytique sur S. 2En ce qui concerne les morphismesSoit f : S �! S0 un morphisme de surface de Klein et p un point de S. On peut choisir une carte(U; z) en p tel que U soit un voisinage connexe orienté de p et une carte (U 0 = f(U ); z0) en p0 = f(p)tel que U 0 soit un voisinage connexe orienté de p0 avec f jU : U �! U 0 morphisme pour les variétésanalytiques (U; z) et (U 0; z0). Par construction des structures conformes ' et '0 associées à S et S0respectivement, donc des structures conformes 'U et '0U 0 induites sur les variétés analytiques Uet U 0 respectivement, on a (f?'0)U = 'U . Ainsi le morphisme f est un morphisme conforme pourles structures conformes ' et '0.Réciproquement, soit f : (S; ') �! (S0; '0) un morphisme conforme, S (resp. S0) la structuredianalytique induite par ' sur S (resp. par '0 sur S0) et p un point de Sr@S. Il existe un voisinageconnexe orientable U de p et un voisinage connexe orientable U 0 = f(U ) de p0 = f(p) et deuxstructures analytiques SU sur U (resp. S0U 0 sur U 0) induite par S (resp. S0). On en choisieune. D'après la proposition 1.1.10, f jU est un morphisme holomorphe ou antiholomorphe pourles structures analytiques SU et S0U 0 , donc un morphisme dianalytique pour les structures SUet S0U 0 . Les f jU se recollent en f : Sr@S �! S0 qui est alors un morphisme dianalytique. Enutilisant le principe de ré�ection de Schwarz (Théorème 1.6), et puisque f(@S) � @S0, on voit quef est dianalytique sur tout S.On a ainsi démontré laProposition 1.2.4 Il existe une bijection entre la catégorie des surfaces de Klein et celle desvariétés conforme par le foncteur:F : � S 7�! (S; 'S)f : S! S0 7�! f : S! S0d'inverse F�1 : � (S; ') 7�! S'f : (S; ')! (S0; '0) 7�! f : S! S0où (S; 'S) et S' sont donnés par la proposition 1.2.3, S étant la surface di�érentiable sous-jacentede S.



1.3. QUELQUES RÉSULTATS SUR LES SURFACES CONFORMES 151.3 Quelques résultats sur les surfaces conformes1.3.1 Double recouvrement d'une surface conformeThéorème 1.8 Soit (S; ') une surface conforme. Il existe un double revêtement rami�é le long dubord de S, f : (eS; e�) �! (S; ') de S par une variété presque complexe (eS; e�) sans bord munie d'uneaction de � telle que f �� = f . De plus, � représente le seul automorphisme anti-presque complexede (eS; e�) tel que f � � = f .Si g : (X; �) �! (S; ') est un tel autre double revêtement avec (X; �) une variété presquecomplexe, alors, il existe un unique isomorphisme presque complexe � : (X; �) �! (eS; e�) faisantcommuter le diagramme suivant : X g ��======== �� // eSf����������SPreuve: Construction: Soit (S; ') une surface conforme. En tout point p de S, on choisi un voisinageouvert connexe orientable Up. La structure conforme ' induit sur chacun des Up deux structurespresque complexes �p et �0p = �p (cf. section 1.1.3). Pour tout p 2 S, On pose Vp = Up � f�pg etV 0p = Up � f�0pg. Alors bS = nSp2S Vpo [ nSp2S V 0po est munie d'une action de � donnée par :� � (fsg � f�g) = fsg � f�0g et � � (fsg � f�0g) = fsg � f�g. Puis on réalise les identi�cationssuivantes :(a) Soit p 2 S et Dp = @S \ Up, on identi�e Dp � f�pg et Dp � f�0pg.(b) Soit p; q 2 S tels que Up \ Uq 6= ;. Pour toute composante connexe W de Up \ Uq , on identi�eW�f�pg etW�f�qg, ainsi queW�f�0pg etW�f�0qg si �pjW = �qjW .Dans le cas contraire,i.e. �pjW = �qjW = �0qjW , on identi�eW�f�pg et W�f�0qg, ainsi que W�f�0pg etW�f�qg.Si on pose eS = bS=fidenti�cations (a) et (b)g, alors eS est naturellement munie d'une structure devariété di�érentiable faisant de la projection canonique � : bS �! eS une application di�érentiable.De plus, eS est munie d'une structure presque complexe e�, obtenue en recollant les �p et �0p lorsdes identi�cations. Par construction, @eS = ; et l'action de � sur bS étant compatible avec lesidenti�cations réalisées, induit une action de � sur S qui est anti-presque complexe.Il reste à construire un morphisme conforme f : (eS; �) �! (S; ') véri�ant de plus f � � = f .Pour ~p = �(p; �p) 2 eS, on pose f(~p) = p. On obtient alors le double revêtement f : (eS; �) �! (S; ')de (S; ') souhaité. Il est non rami�é et f � � = f .Unicité: Si �0 est un autre automorphisme de (eS; e�) tel que f � �0 = f , supposons qu'il existep 2 eS tel que p0 = �0�(p) 6= p. Alors f(p0) = f(p), donc �0�(p) = �0(p) et p = (��0)(�0�)(p) = �(p).Par construction de �, cela signi�e que f(f�1(p)) = fpg et donc que p = p0, ce qui est impossible.D'où � = �0 et � est le seul automorphisme anti-presque complexe de (eS; e�) tel que f � � = f .Soit g : (X; �) �! (S; '), un autre double revêtement. Supposons qu'il existe une application� : (X; �) �! (eS; e�) telle que f � � = g. Si � n'est pas surjective, eS doit avoir deux composantesconnexe et � doit être une surjection sur l'une d'entre elles. Donc � = ��0 qui est antianalytique,ce qui est impossible. Comme f : (eS; e�) �! S et g : (X; �) �! S sont deux doubles revêtements, �est un isomorphisme. L'existence d'un application � : (X; �) �! (eS; e�) telle que f � � = g nous estdonnée par la proposition suivante (1.3.1) ce qui clos la preuve. 2On appellera le triplet �(eS; e�); f; �� le double presque complexe de (S; ').Remarque: D'après la section 1.1.3, (eS; e�) admet une unique structure de surface de Riemanninduite par e�. Ainsi dans le théorème précédent et dans ce qui suit, on pourra voir à la place desurfaces presque complexes des surfaces de Riemann (connexes ou non) et obtenir ainsi le doublecomplexe (eS; f; �) de (S; ').



16 CHAPITRE 1. DES SURFACES CONFORMESPropriétésProposition 1.3.1 Soit (S; ') une surface conforme, �(eS; e�); f; �� son double presque complexe.Si (X; �) est une surface presque complexe et g : (X; �) �! (S; ') un morphisme non constant,alors il existe une unique application presque complexe � : (X; �) �! (eS; e�) telle que f � � = g.Preuve: On dé�nit � de la façon suivante : Soit p un point de X et q = g(p). Deux cas se présentent:- Si q 2 @S, alors f�1(q) = f~qg. On pose �(p) = f�1 � g(p).- Si q =2 @S, alors f�1(q) = f~q; ~q0g = fq � �q; q � �0qg (voir la construction du théorème 1.8).On choisit �q tel que, si Up est un voisinage su�samment petit de p, alors g : (Vp; �jVp) �!(Uq ; �q) est un morphisme presque complexe et on pose alors �(p) = q � �q.Il faut maintenant véri�er que � est bien un morphisme presque complexe. Par construction,� est continu. De plus, tout point p de X tel que g(p) =2 @S admet un voisinage ouvert Vp telque �jVp = (f j�(Vp))�1 � g. D'où � est di�érentiable sur Xrg�1(@S). Par construction, � est alorspresque complexe sur X.Si �0 : (X; �) �! (eS; e�) est un autre morphisme presque complexe telle que f �� = g. Supposonsqu'il existe un point p 2 X tel que �(p) 6= �0(p). Cela signi�e que �(p) = �(�0(p)) et par continuité,cette égalité reste vraie sur un voisinage ouvert de p. Or � est presque complexe et � � � estanti-presque complexe ce qui est impossible. 2Corollaire 1.3.1 Soit (S; ') et (S0; '0) deux surfaces conformes, �(eS; e�); f; �� et �(eS0; e�0); f 0; �0�leurs doubles presque complexes respectifs. Si g : S �! S0 un morphisme conforme non constant,alors il existe un unique morphisme presque complexe équivarient ~g : (eS; e�) �! (eS0; e�0) tel que lediagramme suivant commute : eS ~g //f�� eS0f 0��S g // SDe plus si g : (S; ') �! (S0; '0) et h : (S0; '0) �! (S00; '00) sont deux morphismes conformesnon constants, alors gh � g = ~h � ~gPreuve: g � f : (eS; e�) �! (eS0; e�0) est un morphisme presque complexe. On applique le théorèmeprécédent et on obtient un unique morphisme ~g : (eS; e�) �! (eS0; e�0) tel que f 0 � ~g = g � f .Si p 2 eS, on a f(p) = f(� � p), d'où f 0 � ~g(� � p) = g � f(� � p) = g � f(p) = f 0 � ~g(p). Donc~g(� � p) = ~g(p) ou bien ~g(� � p) = �0 � ~g(p). Si ~g(� � p) = ~g(p), alors par continuité, il existe unvoisinage V de p tel que ~g � � = ~g, ce qui est impossible puisque ~g est presque complexe et ~g � �est anti-presque complexe. Donc ~g � � = �0 � ~g et ~g est équivarient.La deuxième partie du corollaire est une conséquence évidente de l'unicité. 2Proposition 1.3.2 Si S une surface conforme (connexe) alors (eS; e�) est non connexe si et seule-ment si S est orientable et @S = ;.Une telle surface conforme sera dite surface conforme non géométriquement irreductible. Lesautres surfaces conformes connexes et compactes seront dites géométriquement irreductibles. L'en-semble des surfaces conformes géométriquement irreductibles et celui des surfaces conformes nongéométriquement irreductibles munies des morphismes conformes forment une sous catégorie pleinede la catégorie des surface conformes.Preuve: Supposons tout d'abord S orientable avec @S = ;. D'après le théorème 1.5, ' induit surS deux structures presque complexes �1 et �2. Dans la construction du double presque complexe(théorème 1.8), on choisit �p et �0p de sorte que �p = �1jUp et �0p = �2jUp . Alors les identi�cationsde type (b) ont lieu uniquement entre des Vp et Vq ou des V 0p et V 0q . Aucune n'est réalisée entre



1.3. QUELQUES RÉSULTATS SUR LES SURFACES CONFORMES 17Vp et V 0q . Comme @S = ;, aucune identi�cation de type (a) n'a lieu. Il en résulte que eS a deuxcomposantes connexes : les images par � de Sp2S Vp et Sp2S V 0p .Réciproquement, supposons eS non connexe. Comme f : (eS; e�) �! (S; ') est un double revête-ment non rami�é et S est connexe, eS a deux composantes X et X0. Chacune d'elles est bijectionpresque complexe avec S par f . Puisque eS est orientable et sans bord, il en va de même pour X etX0 et donc aussi pour S = f(X) = f(X0). 2Proposition 1.3.3 Soit (S; ') une surface conforme et �(eS; e�); f; �� son double complexe. Alors(i) les caractéristiques d'Euler véri�ent : �(eS) = 2 � �(S)(ii) les genres véri�ent : g(eS) = ( 2g(S) + c(S)� 1 si S est orientable,g(S) + c(S)� 1 si S n'est pas orientable.c(S) désignant le nombre de composantes connexe de @S.Preuve: eS est construite de sorte qu'une triangulation T de S peut être remontée en une triangu-lation T 0 de eS. Soit �, le nombre de 0-simplexes de T 0 dans les composantes connexes C de @eS telque f jf�1(C) : f�1(C) �! C soit une bijection. Si on note ni (resp. mi), le nombre de i-simplexesde T (resp. T 0), on obtient les égalités:m2 = 2n2; m1 = 2n1 � �; m0 = 2n0 � �D'où le résultat (i).Comme eS est orientable et @eS = ;, on a g(eS) = �2� �(eS)� =2 = 1 � �(S). Alors l'a�rmation(i) nous donne le résultat (ii). 2Soit (S; ') est une surface conforme de genre g et de type � = �c. On appellera genre complexeet on notera ~g(g; � ) le genre du double complexe de (S; '). C'est une fonction de g et de � :~g(g; � ) = � 2g + c � 1 si � = +cg + c� 1 si � = �c (1.3)d'après le (ii) de la proposition 1.3.3 précédente.1.3.2 Quotient de surface conformeActions de groupeCommençons par rappeler quelques dé�nitions et propriétés concernant les actions de groupessur les espaces topologiques séparés.Soit G un groupe agissant sur un espace topologique séparé E . Pour p 2 E , on notera Gp =fg�p j g 2 Gg � E l'orbite de p pour G et Gp = fg 2 G j g�p = pg � E le stabilisateur de p dans G.(i) G agit librement sur E si tout point p 2 E a un stabilisateur trivial, i.e. Gp = fidg pour toutp 2 E .(ii) G agit discontinûment sur E si tout point p 2 E possède un voisinage U tel que GU = fg 2G j U \ g �U 6= ;g soit �ni.(iii) G agit proprement discontinûment sur E si :a) G agit discontinûment sur E ,b) tout p 2 E admet un voisinage ouvert U stable par Gp tel que U \ g �U = ; pour toutg 2 GrGpProposition 1.3.4 Les deux conditions suivantes sont équivalentes :(1) G agit discontinûment;(2) pour tout p 2 E , le stabilisateur Gp de p est �ni et l'orbite Gp de p est discrète dans E .



18 CHAPITRE 1. DES SURFACES CONFORMESPreuve: (2) ) (1): Soit p 2 E . Gp étant discrète dans un espace séparé, il existe un voisinageouvert U de p tel que pour tout g 2 GrGp, g�U \U = ;. Donc GU = Gp qui est �ni par hypothèse.(1) ) (2): Soit p 2 E . Il existe un voisinage ouvert U de p tel que GU soit �ni. Donc Gp � GUest �ni. Comme E est un espace séparé et que GUrGp = fg1; : : : ; gkg est �ni, il existe des voisinagesouverts U0 � U de p et Ui de gi avec g�1i �Ui � U pour i = 1 à k, tels que U0 \ Ui = ;. AlorsUp = U0 \Ti=1 à k g�1i �Ui. Up est un voisinage ouvert de p et, par construction, on a g�Up\Up = ;pour tout g 2 GrGp. Donc l'orbite Gp de p est discrète dans E . 2Théorème 1.9 Si G agit proprement discontinûment sur E , alors le quotient E=G est séparé (pourla topologie quotient).Preuve: Soient [p] et [p0], deux points distincts de E=G. Comme p =2 Gp0, on peut choisir desvoisinages ouvert U et U 0 de p et p0 respectivement, tels que pour tout g; g0 2 G, on ait g�U\g0�U 0 = ;.Alors les images V = �(U ) et V 0 = �(U 0) par l'application quotient � : E �! E=G sont desvoisinages ouverts disjoints de [p] et [p0] respectivement. 2Regardons maintenant les quotientThéorème 1.10 Soit (S; ') une surface conforme et G un sous-groupe d'automorphismes agissantproprement discontinûment et librement sur S. Alors le quotient S=G admet une unique structureconforme telle que l'application quotient � : (S; ') �! S=G soit un morphisme conforme pour cettestructure.Preuve:Tout d'abord, il existe une unique structure de variété di�érentiable sur S=G faisant de � undi�éomorphisme (voir par exemple [KN63]).Soit [p] 2 S=G. Il existe un voisinage ouvert Up de p, stable par Gp et tel que pour toutg 2 GrGp, g �Up \ Up = ;. On note alors V[p] = G �Up. C'est un ouvert de S=G di�éomorphe àUp=Gp . Pour tout g 2 G, on a g?'jg:Up = 'jUp . Ceci nous permet de dé�nir une structure conforme'0V[p] sur V[p] comme '0V[p] = (��1p )?'jUp avec �Up = �jUp : Up �! V[p]. Les '0V[p] ainsi dé�nis serecollent en une structure conforme '0 sur S=G. En e�et, soit [q] 2 S=G tel que V[p] [ V[q] 6= ;. Ilexiste g 2 G tel que g �Uq \ Up = U 6= ; et V = �(U ). Alors'0V[q] jV = (��1q )?'jU = �(�p � g)�1�? 'jg�1U = (��1p )? �(g�1)?'jU� = (��1q )?'jU = '0V[q] jVDe plus, par construction, � : (S; ') �! (S=G; '0) est une application conforme.Si '00 est une autre structure conforme sur S=G faisant de � un morphisme conforme. Pour[p] 2 S=G, soit < �; � >0[p] (resp. < �; � >00[p]) un produit scalaire représentant '0[p] (resp. '00[p]), < �; � >0et < �; � >00 variant continûment avec [p]. On a �?'0 = �?'00 = ' ce qui signi�e qu'il existe� : S=G �! R+ continue avec < T[p]�(x); T[p]�(y) >0[p]= �([p]) < T[p]�(x); T[p]�(y) >00[p] pour toutx; y 2 T[p](S=G). Comme � est un di�éomorphisme local, il vient < �; � >0[p]= �([p]) < �; � >00[p] etdonc '0 = '00. 2On obtient un résultat similaire dans le cas d'une action de � sur une surface presque complexe:Corollaire 1.3.2 Soit (S; �) une surface presque complexe munie d'une action de �. Il existe uneunique structure conforme '� sur le quotient S=� faisant de � : (S; �) �! (S=�; '�) un morphismeconforme.Preuve: L'ensemble des points �xes S� pour l'action de � sur S est soit vide, soit une sous-variétédi�érentiable de dimension 1 et �(S�) = @(S=�). L'action de � sur S est proprement discontinueet � agit de plus librement sur SrS�. D'après le théorème 1.10, il existe une unique structureconforme '� sur S=�r@S=� faisant de �jSrS� : SrS� �! S=�r@(S=�) un morphisme conforme.Cette structure induit une unique structure de surface de Klein sur S=�r@(S=�) (cf section1.2.2). En utilisant le principe de ré�ection de Schwarz (Théorème 1.6), on peut prolonger celle-ci



1.3. QUELQUES RÉSULTATS SUR LES SURFACES CONFORMES 19en une structure de surface de Klein sur S=� qui redonnera '� sur S=�r@(S=�) et la prolongeraen une structure conforme sur S=�. 2Voyons maintenant ce qui se passe au niveau des morphismes.Proposition 1.3.5 Soit (S; ') et (S0; '0) deux surfaces conformes et G, G0 des sous-groupes dugroupe des automorphismes de (S; ') et (S0; '0) respectivement agissant proprement discontinûmentet librement. Supposons que f : (S; ') �! (S0; '0) soit un morphisme conforme tel qu'il existe� : G �! G0 un morphisme de groupe avec pour tous p 2 S et tout g 2 G, f(g �p) = �(g) �f(p).Alors f induit un morphisme conforme f̂ : S=G �! S0=G0 tel que le diagramme suivant commute :S� �� f // S0�0��S=G f̂ // S0=G0où � : S �! S=G et �0 : S0 �! S0=G0 sont les morphismes conformes quotients.Preuve: Soit f 0 = �0 � f : S �! S0=G0 . C'est un morphisme conforme tel que pour tout p 2 Set tout g 2 G, on a : f 0(g �p) = �0(f(g �p)) = �0(�(g) �f(p)) = �0(f(p)) = f 0(p). Par la propriétéuniverselle du quotient, il existe un morphisme f̂ : S=G �! S0=G0 tel que f̂ � � = f 0 = �0 � f . Ilreste à voir que f̂ est conforme.Étant donné que f 0 est di�érentiable et que � est un di�éomorphisme local, on déduit que f̂ estdi�érentiable. Notons  et  0 les structures conformes sur S=G et SG0 respectivement. Comme f 0et � sont conformes, on a �? = ' = f 0? 0 = �?(f̂? 0). Par unicité de la structure conforme surS=G faisant de � un morphisme conforme (voir théorème 1.10), on en déduit que f̂? 0 =  , doncf est conforme. 2Corollaire 1.3.3 Soient (S; �) et (S0; �0) des surfaces presque complexes munies d'une action de �et f : (S; �) �! (S0�0) un morphisme presque complexe équivarient. Alors f induit un morphismeconforme f̂ : S=� �! S0=� tel que le diagramme suivant commute :S� �� f // S0�0��S=� f̂ // S0=�où � : S �! S=� et �0 : S0 �! S0=� sont les morphismes conformes quotients.Preuve: On construit f̂ à l'aide de f 0 = �0 � f de la même façon que dans la démonstration de laproposition 1.3.5. Il faut maintenant montrer que f̂ est conforme.Le théorème 1.3.5 implique que f̂ jS=�n@(S=�) : S=�n@(S=�) �! S0=�n@(S0=�) est un morphismeconforme. On montre alors que f̂ est conforme de la même façon que l'on avait prolongé la structureconforme '� dans la démonstration du corollaire 1.3.2 : on utilise l'équivalence entre surfaces deKlein et surfaces conformes (cf. section 1.2.2) et le principe de ré�ection de Schwarz (Théorème1.6). 21.3.3 Surfaces conformes et surfaces de RiemannSurfaces conformes non géométriquement irreductiblesD'après le théorème 1.5, toute surface de Riemann est une surface conforme et même une surfaceconforme non géométriquement irreductible d'après la proposition 1.3.2. De plus, si f : S �! S0est un morphisme de surface de Riemann, f est conforme pour la structure induite. De même si



20 CHAPITRE 1. DES SURFACES CONFORMESf est un morphisme antianalytique, f est conforme pour la structure induite (proposition 1.1.10).On obtient donc laProposition 1.3.6 La catégorie des surfaces de Riemann peut être vue comme une sous-catégorienon pleine de la catégorie des surfaces conformes non géométriquement irreductibles.Réciproquement, si (S; ') est une surface conforme non géométriquement irreductible, le théo-rème 1.5 nous donne deux structures complexes sur S donc deux structures de surface de Riemann.En choisir une revient à choisir une orientation sur S. Si f : S �! S0 est un morphisme de surfaceconforme non géométriquement irreductible, en utilisant la proposition 1.1.10, on voit qu'on peutchoisir les structures de surface de Riemann S et S0 sur S et S0 respectivement, de sorte quef : S �! S0 soit un morphisme holomorphe.Surfaces conformes géométriquement irreductiblesA toute surface conforme (S; '), on peut associer son double complexe (eS; f; �) (voir section1.3.1). Par construction de celui-ci, on a (S; ') ' (eS=�; 'eS). De plus, tout morphisme f : (S; ') �!(S0; '0) de surface conforme géométriquement irreductible induit un morphisme équivarient ~f :eS �! fS0 entre les doubles complexes.Réciproquement, soit S est une surface de Riemann munie d'une action de �. En utilisant lecorollaire 1.3.2 et la correspondance bijective entre surface de Riemann et surface presque complexe(section 1.1.1), on obtient une structure de variété conforme (S=�; 'S) sur S=�. De plus, S ' gS=�.Maintenant, soit S et S0, deux surfaces de Riemann munies d'une action de � et f : S �! S0un morphisme équivarient. Le corollaire 1.3.3 et la correspondance bijective entre surface presquecomplexe et surface de Riemann nous donnent alors un morphisme conforme f� : S=� �! S0=�.Ainsi nous avons obtenu un foncteur de la catégorie des surfaces conformes non géométrique-ment irreductible dans la sous-catégorie des surfaces de Riemann munie d'une action de � avecmorphismes équivarients, donné par :( (S; ') 7�! eSf : (S; ')! (S0; '0) 7�! ~f : eS! fS0ainsi qu'un foncteur de la sous-catégorie des surfaces de Riemann munie d'une action de � avecmorphismes équivarients dans celle des surfaces conformes géométriquement irreductibles donnépar : � S 7�! (S=�; 'S)f : S! S0 7�! f� : (S=�; 'S)! (S0=�; 'S0 )Ces deux foncteurs sont inverse l'un de l'autre ce qui nous donne laProposition 1.3.7 Il existe une bijection entre la catégorie des surface conformes géométrique-ment irreductibles et la sous-catégorie des surfaces de Riemann munie d'une action de � avecmorphisme équivarient. Cette bijection associe à une surface conforme géométriquement irreduc-tible son double complexe et envoie une surface de Riemann munie d'une action de � sur sonquotient par � munie de la structure conforme faisant de l'application quotient un morphismeconforme.



21Chapitre 2Uniformisation2.1 Du coté des groupes cristallographiques non-euclidiensCette section s'inspire principalement des résultats de [BEGG90].2.1.1 Automorphismes de HLe mot �automorphisme� désignera ici les automorphismes conformes. On utilisera l'expression�automorphisme analytique� lorsqu'il sera question d'automorphisme pour une surface analytique.Demi-plan de Poincarré et disque unité...On note H = fz 2 C j =m z > 0g le demi-plan de Poincarré et D = fz 2 C j jzj < 1g, ledisque unité ouvert dans C . En tant qu'ouverts de C , ils sont naturellement munis d'une structurede surfaces analytiques sans bord induite par l'atlas analytique trivial f(U; z = id)g. Ce sont doncaussi des surfaces conformes sans bord (non compacte).Proposition 2.1.1 Soit 8><>: hC(z) = z�iz+i 2 O(Crfig)hC0(z) = z+1iz�i 2 O(Crf1g) les morphismes de Cayley.Alors hC : H �! D est biholomorphe d'inverse hC0 : D �! H.Ce biholomorphisme entre H et D va nous permettre de déterminer les automorphismes de Hà l'aide des automorphismes analytiques de D , AutC(D ). Mais tout d'abord, nous avons besoin desrésultats suivants :Lemme 2.1.1 (Schwarz)Toute application holomorphe f : D �! D avec f(0) = 0 véri�e :jf(z)j � z 8z 2 D ; et jf 0(0)j � 1Si il existe au moins un point c 2 Drf0g tel que jf(c)j = jcj, ou si jf 0(0)j = 1, alors f est unerotation de centre 0, i.e. il existe a 2 S1 tel que :f(z) = a:z 8z 2 DPreuve: f(0) = 0 signi�e que g dé�nie par :g(z) = f(z)z 8z 2 Crf0g; g(0) = f 0(0)est une fonction holomorphe dans D . Comme jf(z)j < 1 pour tout z 2 D , maxjzj=r jg(z)j � 1r , avec0 < r < 1. Donc d'après le principe du maximum, jg(z)j � 1r pour tout z 2 B(0; r). En faisanttendre r vers 1, on obtient jg(z)j � 1 c'est à dire jf(z)j � jzj, pour tout z 2 D .



22 CHAPITRE 2. UNIFORMISATIONDans le cas où jf(c)j = jcj pour un certain c 2 D (resp. f 0(o) = 1), on a g(c) = 1 (resp.g(0) = 1). Cela signi�e que g atteint son maximum dans D . D'après le principe du maximum, gest alors constant, égal à un certain a 2 C , jaj = 1. 2Corollaire 2.1.1 Tout automorphisme analytique f 2 AutC(D ) tel que f(0) = 0 est une rotationcentrée en 0: AutC;0(D ) = ff : D �! D ; z 7�! f(z) = a:z j a 2 S1gPreuve: Toutes les rotations centrées en 0 sont dans AutC;0(D ).Réciproquement, si f 2 AutC;0(D ), alors f�1 aussi. D'après le lemme de Schwarz,jzj = jf�1(f(z))j � jf(z)j � jzj 8z 2 D :Donc d'après la deuxième partie du lemme de Schwarz, il existe a 2 S1 tel que f(z) = a:z 8z 2 D . 2Proposition 2.1.2 AutC(D ) = nz 7! az+b�bz+�a ��� a; b 2 C et jaj2 � jbj2 = 1oPreuve: Pour tout a; b 2 C avec jaj2 � jbj2 = 1, l'application fa;b : z 7�! az+b�bz+�a est holomorphe entout point z 6= � �a�b si b 6= 0. De plus fa;b(D ) � D et fa;b�f�a;�b = id, donc fa;b est un automorphismeanalytique de D .Réciproquement, soit f 2 AutC(D ). Montrons que f est de la forme fa;b pour certains a; b 2 Cavec jaj2 � jbj2 = 1. Si z0 = f�1(0), alors f1;z0(0) = z0 et f � f1;z0(0) = 0. Comme f et f1;z0 sontdes automorphismes analytiques de D il en va de même pour f � f1;z0 . Donc d'après le corollaire2.1.1 au lemme de Schwarz, f � f1;z0 est une rotation centrée en 0. Il existe alors � 2 [0; 1[ tel quef � f1;z0(z) = e2i��z pour tout z 2 D . Si on pose a = ei��p1�jz0j2 et b = � z0ei��p1�jz0j2 , jaj2 � jbj2 = 1 etf = fa;b. 2Retour sur les automorphismes de HCommençons par un corollaire à la proposition 2.1.2 précédente.Corollaire 2.1.2 AutC(H) = �z 7! az+bcz+d ����� a bc d � 2 Sl2(R)�Preuve: D'après la proposition 2.1.1, l'application h 7�! hC0 � h � hC est un isomorphisme degroupe de AutC(D ) dans AutC(H).Soit a = xa+iya; b = xb+iyb 2 C tels que jaj2�jbj2 = 1 et fa;b 2 AutC(D ). On a hC0 �fa;b�hC(z) =(xa+xb)z+ya�ybxa�xb�(ya+yb)z 8z 2 H et � xa+xb ya�yb�ya�yb xa�xb � 2 Sl2(R).Réciproquement, soit A = � a bc d � 2 Sl2(R) et fA : H �! H; z 7�! az+bcz+d . Si on note � =a+d+i(b�c)2 et � = a�d�i(b+c)2 , alors j�j2 � j�j2 = 1 et on a hC0 � f�;� � hC0 = fA.Donc AutC(H) = �hC0 � fa;b � hC j a; b 2 C et jaj2� jbj2 = 1	 = ffA j A 2 Sl2(R)g 2A une matrice A = � a bc d � 2 Gl2(R), on associe l'automorphisme fA 2 Aut(H) suivant :fA : H �! Hz 7�! 8><>: az+bcz+d ;a�z+bc�z+d ; si detA > 0si detA < 0On remarque que fA = fr:A pour tout réel r non nul. Donc l'application A 2 Gl2(R) 7�! fA 2Aut(H) induit une application de PGl2(R) = Gl2(R)=Rrf0g dans Aut(H) donnée par[A] 2 PGl2(R) 7�! fA 2 Aut(H).Théorème 2.1 L'application [A] 2 PGl2(R) 7�! fA 2 Aut(H) est une bijection. En particulier,le groupe Aut(H) est un groupe topologique.



2.1. DU COTÉ DES GROUPES CRISTALLOGRAPHIQUES NON-EUCLIDIENS 23Preuve: Surjectivité : Soit f 2 Aut(H). Deux cas se présentent selon que f préserve ou nonl'orientation.- Si f préserve l'orientation, alors f est holomorphe donc f 2 AutC(H).D'après le corollaire 2.1.2,f est de la forme fA avec A 2 Sl2(R).- Si f renverse l'orientation, alors f̂ : z 7�! �f (z) est un automorphisme de H préservant l'orien-tation donc de la forme fA avec A = � a bc d � 2 Sl2(R). Donc, f est de la forme �fA . Si on poseA0 = ��a �bc d �, alors detA0 = � detA < 0 et f = fA0 .Injectivité : Si A = � a bc d � ; A0 = � a0 b0c0 d0 � 2 Gl2(R) l'égalité fA = fA0 induit le système :8<: ac0 = a0cbc0 + d0a = b0c+ da0bd0 = b0dQui a pour solution a = ra0, b = rb0, c = rc0 et d = rd0 avec r 2 R non nul. Donc [A] = [A0]. 2On a de plus les propriétés suivantes:Proposition 2.1.3(a) Les sous-groupes conjugués de Aut(H) sont homéomorphes.(b) L'application (f; z) 2 Aut(H) � H 7�! f(z) 2 H est continue.Remarque: On peut étendre de façon naturelle chaque fA 2 Aut(H), avec A = � a bc d � 2 Gl2(R), enun automorphisme ~fA de C = C [1 :~fA : C �! Cz 7�! 8>><>>: �dc ;1;az+bcz+d ;a�z+bc�z+d ; si z =1si z = �dcsi z =2 f1;�dcg et detA > 0si z =2 f1;�dcg et detA < 0Sous-groupes de Aut(H)Un sous-groupe de Aut(H) est dit discret s'il est discret en temps que sous-espace topologiquede Aut(H).Les sous-groupes discrets de Aut(H) sont des exemples de groupes agissant proprement discon-tinûment sur H . Pour le voir, nous avons besoin duLemme 2.1.2 Soit � un sous-groupe de Aut(H) et ffngn2N� � tel que fn 6= fm si m 6= n.(1) Si ffngn2Nconverge vers un certain f 2 Aut(H), alors f(z) = limn!1 fn(z);(2) Si limn!1 fn(z) = z0 pour certains z; z0 2 H , alors � n'est pas discret.Preuve:(1) est immédiat par continuité de (f; z) 2 Aut(H) � H 7�! f(z) 2 H (proposition 2.1.3).(2) Cherchons g 2 Aut(H) tel que g(i) = z = x+ iy. Comme y > 0, on peut trouver des réels cet d tels que (c2+d2)y = 1. Si on pose a = cx+dy et b = dx�cy, alors ad�bc = 1 et g : z 7�! az+bcz+dest un automorphisme de H tel que g(i) = z.On pose maintenant hn = g�1fng 2 g�1�g = �0. Par continuité de g�1, on a limn!1 hn(i) =g�1(z0) = w 2 H . Si on note hn = hAn avec An = � an bncn dn �, alors j=mhn(i)j = 1c2n+d2n et jhn(i)j =a2n+b2nc2n+d2n . D'où limn!1 1c2n+d2n = =mw et limn!1 a2n+b2nc2n+d2n = jwj. On en déduit que les suites fang,fbng, fcng et fdng sont bornées dans R, donc admettent des sous-suites convergentes. Celles-ciinduisent une sous-suite fhnkgk2N� �0 convergeant vers un certain h 2 Aut(H). Ainsi �0, donc �,n'est pas discret. 2Proposition 2.1.4 Tout sous-groupe discret de Aut(H) agit proprement discontinûment sur H.



24 CHAPITRE 2. UNIFORMISATIONPreuve:- Pour tout z 2 H, le stabilisateur �z de z dans � est �ni. Sinon, on considère ffngn2N� �zavec fn 6= fm pour n 6= m. Alors z = limn!1 fn(z) ce qui contredit le lemme 2.1.2.- On note N = Nz = fn 2 N j Bn = Bz;n = B(z; 1=n) � Hg et �n = �z;n = fg 2 � j g�Bn\Bn 6=;g pour n 2 N . Alors �z = Tn2N �n. En e�et, on a déjà que �z � Tn2N �n. Maintenant, si f =2 �z,il existe des voisinages ouverts U de z et U 0 de f(z) tels que U \U 0 = ;. Pour n 2 N assez grand,Bn � U et f(Bn) � U 0, donc f =2 �n.- Ceci nous permet de prouver :(1) � agit discontinûment sur H :Soit z 2 H. Supposons que chaque �m soit in�ni. Comme �z est �ni et d'après l'égalité ci-dessus, �m1 ! �m2 ! : : : pour une certaine suite fnkgk2N� N . On choisi alors pour chaque k unautomorphisme fk 2 �nkr�nk+1 . Par construction, fk 6= fl si l 6= k. On prend aussi pour tout k,zk 2 Bnk \ fk(Bnk) et z0k 2 Bnk tels que zk = fk(z0k). On a limk!1 zk = z = limk!1 z0k. D'oùlimk!1 fk(z) = z ce qui contredit le fait que � soit discret (lemme 2.1.2).(2) Soient z et z0 2 H deux points tels que z0 =2 Gz. Il faut trouver des voisinages ouverts U de zet U 0 de z0 tels que pour tout f; f 0 2 �, on ait f(U ) \ f 0(U 0) = ;.Soit P = N \ N 0, avec N = Nz et N 0 = Nz0 suivant les notations précédentes. On note aussiBn = Bz;n, B0n = Bz0;n et Dn = ff 2 � j f(Bn) \ B0n 6= ;g. Alors Tn2P Dn = ;. En e�et, sinon,pour un certain f 2 �, il existerait des points zn 2 Bn et z0n 2 B0n, pour n 2 P tels que f(z0n) = zn.D'où f(z0) = z ce qui est exclu par hypothèse.Si aucun des Dn n'est vide, il existe une suite fDnkgk2Ntelle que Dm1 ! Dm2 ! : : : . Commeen (1), on choisi fk 2 DmkrDmk+1 et de la même façon, on obtient limk!1 fk(z0) = z avec fl 6= fkpour l 6= k. Ceci contredit à nouveau le lemme 2.1.2. 2Géométrie non-euclidienneLes notions données ici sont issue de [Wil66]On appelle métrique non-euclidienne la métrique dé�nie sur H par ds2 = dx2 + dy2y2 .Celle-ci et l'élément de surface associé sont invariants par action de Aut(H). H devient alorsun modèle du plan hyperbolique et Aut(H) le groupe de ses isométries. Les géodésiques, ou droitesnon-euclidiennes sont les cercles ou les demi-droites orthogonaux à l'axe des réels.Un sous-ensemble E � H est convexe si pour tout couple de points p et p0 2 E , un segment degéodésique joignant p à p0 est contenu dans E .2.1.2 Les groupes C.N.E.Dé�nitionSoit �, un sous groupe discret de Aut(H). On dira que � est un groupe cristallographique non-euclidien (en abrégé, groupe C.N.E.) si l'espace des orbites H=� est compact.Pour f 2 Aut(H) donné, il existe exactement deux matrices A;B 2 Gl2(R) telles que fA = f =fB avec j detAj = 1 = j detBj. En fait A = �B. En particulier, detA = detB et trA = �trB.On dé�nie alors le déterminant de f comme det f = detB = detA et la trace de f commetr f = jtrAj = jtrBj. On appellera matrice représentant f celle des deux matrices A et B véri�antl'équation trX = tr f . On a f 2 Aut+(H) = AutC(H) si et seulement si det f = 1.On dira que f est 8>>>><>>>>: � hyperbolique si det f = 1 et tr f > 2;� elliptique si det f = 1 et tr f < 2;� parabolique si det f = 1 et tr f = 2;� un glissement si det f = �1 et tr f 6= 0;� une ré�exion si det f = �1 et tr f = 0:Un groupe C.N.E est appelé groupe fuchsien si il est inclus dans Aut+(H). Dans le cas contraire,on dit qu'il est un groupe C.N.E propre. Si � est un groupe C.N.E. propre, le sous-groupe fuchsiencanonique de � est �+ = � \Aut+(H).



2.1. DU COTÉ DES GROUPES CRISTALLOGRAPHIQUES NON-EUCLIDIENS 25Remarque: Si � est un groupe C.N.E. propre, �+ est un sous-groupe distingué d'indice 2.Proposition 2.1.5 Soit f 2 Aut(H). Si on note Fixe(f) = fz 2 C j ~f (z) = zg, alors :Fixe(f) = 8>>>>>><>>>>>>: fz1 6= z2g � R () � f est hyperbolique ouf est un glissementz0 2 R () f est parabolique� un cercle ouune demi-droite orthogonale à R () f est une ré�exionfz0 6= �z0g () f est elliptiqueEn particulier, f admet des points �xes comme automorphisme de H si et seulement si f estelliptique ou f est une ré�exion.Les deux lemmes suivants nous donnent quelque propriétés des éléments de Aut(H) admettantdeux uniques points �xes dansR, i.e. les éléments hyperboliques ou les glissements. A�n de simpli�erles appellations, de tels éléments seront dit hyperboliques générauxLemme 2.1.3 Si f; f 0 2 Aut(H) deux éléments hyperboliques généraux, alors Fixe(f) = Fixe(f 0)si et seulement si f et g commutent.Preuve: - Supposons que f � f 0 = f 0 � f . On note z1; z2 (resp. z01; z02) les points �xes attractif etrépulsif de f (resp. de f 0). Pour i = 1; 2, on a f 0(zi) = f(f 0(zi)), ce qui signi�e que f 0(zi) = ziou bien que f 0(zi) = zj pour i; j = 1 à 2 et i 6= j. Pour s 2 H assez proche de z1, la suites0 = s; s1 = f(s); � � � ; sn = f(sn�1) = fn(s); � � � converge vers z1. Or f 0(sn) = f 0(fn(s)) =fn(f 0(s)) n!1 // f 0(z1) . Donc f 0(z1) est le point attractif de f et f 0(zi) = zi pour i = 1; 2.- Réciproquement, supposons que z1 et z2 sont les deux points �xes de f et f 0. Quitte àconjuguer f et f 0 par un même élément de Aut(H), on peut supposer fz1; z2g = f0;1g. Alors fet f 0 sont de la forme z 7! �z ou bien z 7! ���z, selon qu'elles inverse ou non l'orientation. Doncf et f 0 commutent. 2Lemme 2.1.4 Si f; f 0 2 Aut(H) sont deux éléments hyperboliques généraux d'un groupe C.N.E.alors on est dans l'un des deux cas suivants:(i) Fixe(f) = Fixe(f 0) ou bien (ii) Fixe(f) \ Fixe(f 0) = ;Preuve: Si (i) ni (ii) n'est réalisé, quitte à conjuguer f et f 0 par un élément de Aut(H), on peutsupposer que Fixe(f) = f0;1g et Fixe(f)\Fixe(f 0) = f1g. Alors f et f 0 peuvent être représentématriciellement par F = � � 00 "��1 � et F 0 = � a b0 "0a�1 � avec "; "0 2 f�1; 1g, � > 0, � 6= 1 et a; b 2 R,ab 6= 0.Si on pose Gn = F 0F 2nF 0�1F�2n pour n 2 Z, alors Gn = � 1 "0ab(1��4n)0 1 � et si 0 < � < 1(resp. � > 1), la suite (Gn)n2N(resp. (G�n)n2N) converge vers G = � 1 "0ab0 1 � : Comme ab 6= 0 et� =2 f0; 1g, tous les Gn sont distincts pour n 2Z. Donc, d'après le lemme 2.1.2, � n'est pas discret,ce qui est exclu. 2Domaines fondamentauxSoit � un groupe C.N.E. Un domaine fondamental pour � est un sous-ensemble fermé F de Htel que :(i) pour tout z 2 H , il existe f 2 � tel que f(z) 2 F;(ii) si z 2 H et f; g 2 � véri�ent f(z) = g(z) 2 �F, l'intérieur de F, alors f = g;(iii) 6 l'aire non-euclidienne de Fr �F est nulle:�(Fr �F) = ZZFr �F dx dyy2 = 0



26 CHAPITRE 2. UNIFORMISATIONLemme 2.1.5 Soit � un groupe C.N.E. Il existe un point p 2 H tel que le stabilisateur �p = ff 2� j f(p) = pg soit trivial, i.e. : �p = fidg.Preuve: Supposons que le lemme soit faux. Il existe alors une demi-droite D � H , perpendiculaire àR, telle que D 6= Fixe(f) pour tout f 2 �. En e�et, dans le cas contraire, on choisi une suite fpngn2Nde points de H convergeant vers un point p 2 H et telle que les pn soient sur une droite parallèle àRavec la demi-droite Dn perpendiculaire à Rpassant par pn véri�e Dn = Fixe(fn) pour un certainfn 2 �. Alors fn 6= fm pour n 6= m et limn!1 fn(p) = limn!1 fn(pn) = limn!1 pn = p, ce quicontredit le lemme 2.1.2.On choisit maintenant une suite fzngn2Nde points de D convergeant vers un point z 2 H . Parhypothèse, il existe une suite ffngn2Nd'éléments de � distincts deux à deux, tels que fn(zn) = zn.De même que précédemment, on obtient une contradiction au lemme 2.1.2. 2Si � est un groupe C.N.E. et p 2 H avec stabilisateur �p trivial (voir lemme 2.1.5), on poseF = Fp = fz 2 H j d(z; p) � d(f(z); p) pour tout f 2 �g ;où d(z; z0) est la distance non-euclidienne entre z et z0:d(z; z0) = ZGz;z0 pdx2 + dy2y ;Gz;z0 étant la géodésique entre z et z0 pour le métrique non-euclidienne (voir section 2.1.1).Fp est appelé Domaine de Dirichlet de centre p.L'intérieur de Fp est donné par�Fp= fz 2 H j d(z; p) < d(f(z); p) pour tout f 2 �rfidHgg:Sa frontière est contenue dans la réunion des droites non-euclidiennes Df , oùDf = fz 2 H j d(z; p) = d(g(z); p); g = f�1 2 �g = fz 2 H j d(z; p) = d(z; f(p)); f 2 �g:Ce sont les bissectrices de paires de points de l'orbite de p.L'intersection de Fp avec une des Df est soit un segment de droite non-euclidienne, soit unpoint. Ces segments forment les cotés de Fp. Les extrémités de ceux-ci, ainsi que les points seuls,qui peuvent aussi être vu comme extrémité de segments de droite, sont les sommets de Fp.Lemme 2.1.6 Soit C et C0 deux sous-ensembles compactes de H et � � Aut(H) un groupe cristal-lographique non-euclidien. Alors ff 2 � j f �C \ C0 6= ;g est �ni.Preuve: Supposons ff 2 � j f �C \ C0 6= ;g in�ni. Il existe alors des suites ffngn2Nd'élémentsdistincts deux à deux de �, fzngn2Nd'éléments de C et fz0ngn2Nd'éléments de C0 tels que pourtout n 2 N, fn(zn) = z0n. Comme C et C0 sont compactes, quitte à extraire des sous-suites, on peutsupposer que les suites fzngn2Net fz0ngn2Nconvergent vers un certain z et z0 respectivement. Alorsz0 = limn!1 z0n = limn!1 fn(zn) = limn!1 fn(z) ce qui contredit le lemme 2.1.2. 2Proposition 2.1.6 Fp est un polygone convexe (pour la métrique non-euclidienne) avec un nombre�ni de cotés.Preuve: Comme H=� est compacte, il existe un compact Cp � H tel que p 2 Cp et Cp contientau moins un point de l'orbite �z pour tout z 2 H . Ainsi, Fp est contenue dans une boule non-euclidienne de centre p et puisque Fp est fermé, il est compact. D'après la proposition 2.1.6, Fpa une intersection non vide avec un nombre �ni de ses images par des éléments de �. Ainsi, lesinégalités dé�nissant l'intérieur de Fp sont la conséquence d'un nombre �ni d'entre elles et Fp estun polygone non-euclidien convexe ayant un nombre �ni de cotés. 2Théorème 2.2 Fp est un domaine fondamental pour �.En particulier, tout groupe C.N.E. admet un domaine fondamental.



2.1. DU COTÉ DES GROUPES CRISTALLOGRAPHIQUES NON-EUCLIDIENS 27Preuve: (i) Soit z 2 H . Comme � est discret, l'orbite �z de z est fermée. Donc il existe z0 2 �z telque d(z0; p) � d(z0; p) pour tout z0 2 �z. Alors z0 = f(z) pour un certain f 2 � et pour ce f , on af(z) 2 Fp.(ii) Soit z 2 H et f; g 2 � tels que f(z); g(z) 2 �Fp. Si f 6= g,d(f(z); p) < d(gf�1(f(z)); p) = d(g(z); p) < d(fg�1(g(z)); p) = d(f(z); p);ce qui est impossible. Donc f = g.(iii) Le résultat vient du fait que � est discret et Fpr �Fp� [f2�Df . 2La proposition suivante [BEGG90, Wil66] donne plusieurs propriétés de Fp.Proposition 2.1.7 Domaine régulier(1) Fp est homéomorphe au disque fermé.(2) La frontière de Fp est une courbe de Jordan polygonale, i.e. une courbe qui est une réunion�nie de segments non-euclidiens.(3) Il existe un nombre �ni de points sur la frontière de Fp appelés les sommets de Fp, divisant lafrontière en arcs de Jordan appelés les cotés de Fp.(4) Les cotés de Fp sont classés de la façon suivante :(4. 1) Paires (c; c0) où c = Fp\ f �Fp et c0 = Fp\ f�1�Fp pour un certain f 2 � avec f2 6= idH,(4. 2) paires (c; c0) telles qu'il existe une transformation elliptique f 2 � d'ordre 2 avec c[f�c =Fp \ f �Fp,(4. 3) c = Fp \ f �Fp où f 2 � est une ré�exion;Dans les deux premiers cas, c0 = f �c, c = f�1 �c et on dit que c et c0 sont congruents. Dans ledernier cas, c est congruent à aucun autre coté.(5) Si f 2 �, Fp \ f �Fp 6= ; avec Fp, f �Fp sans coté en commun, alors comme Fp est convexe,Fp \ g �Fp a un seul sommet.Un domaine fondamental ayant les propriétés de la proposition 2.1.7 est dit régulier. En parti-culier, le domaine fondamental Fp construit précédemment est régulier.2.1.3 Mettons un peu d'ordreSymbole surfaciqueSoit F un domaine fondamental régulier pour �, un groupe C.N.E. Si f 2 �, on appelle fFune face et deux faces ayant un coté en commun sont dites voisines. Par dé�nition, l'applicationf 2 � 7�! fF 2 ffacesg est une bijection et H = Sf2� fF.Soit c un coté de F. Il existe un unique fc 2 � tel que c = fcF \ F. On a laProposition 2.1.8 ffc j c est un coté de Fg est un ensemble générateur de �.Preuve: Soit f 2 �. Il existe une suite f1 = idH; f2; : : : ; fn+1 = f d'éléments de � tels que fiF etfi+1F se rencontrent en un coté fi(ci) de fiF où ci est un coté de F : fi(ci) = fiF\ fi+1F. En e�et,fF [F est compact donc contenu dans une boule non-euclidienne B. Comme H = Sg2� gF et queB est compacte, il existe un recouvrement �ni B = Ski=1 giF\B avec g1 = idHet gk = g. De procheen proche, on peut trouver une suite f1 = idH; f2; : : : ; fn+1 = f d'éléments de fgi j i = 1 à kgvéri�ant ce que l'on veut.On a alors fi(fciF) = fi+1F et par bijectivité de f 2 � 7�! fF 2 ffacesg, fi+1 = fifci pouri = 1 à n. D'où f = fc1 : : : fcn pour certains cotés c1; : : : cn de F. 2



28 CHAPITRE 2. UNIFORMISATIONA. Étiquetage des cotés On étiquette dans un premier temps les sommets de
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FFig. 2.1 � Étiquetage type (43) (proposition 2.1.7) puis les paires (c; c0 = f �c)de sommets congruents (type (41) et (42)). Si f 2 �+,c0 sera noté c+, sinon c0 sera noté c�. On écrit alorsles étiquettes dans le sens trigonométrique a�n d'obtenirle symbole surfacique du domaine fondamental F. Parexemple, celui de la �gure 2.1 ci-contre est :��� �  �+ �� + � � ��.Le symbole surfacique déterminera la structure topo-logique de H=�.B. Construction d'un nouveau domaine fondamentalIl est possible de modi�er un domaine fondamental F de � :Soit (c; c0 = f(c)) une paire de cotés congruents et d un segment non-euclidien joignant deuxsommets de F de sorte que d partage F en deux régions R et R0 avec c 2 R et c0 2 R0. AlorsF0 = R [ fR0 est un autre domaine fondamental pour �, ayant les deux cotés congruent d etd0 = f(d) au lieu de c et c0.
c’ c=f.c’d
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R’(a) Domaine de départ:F = R [R0 c’ c=f.c’d

R

R’ f.d f.R’(b) Les trois régions:R, R0 et fR0 c=f.c’d

R

f.d f.R’(c) Nouveau domaine:F0 = R [ fR0Fig. 2.2 � Découpage du domaine fondamental FCes manipulations agissent sur le symbole surfacique de la façon suivante:Soit AcB P c0QD le symbole surfacique de F, les lettres capitales A, B, D, P et Q désignantdes suites �nies, éventuellement vides, d'étiquettes. On considère un arc de Jordan k joignant lesommet entre B et P à celui situé entre Q et D. Le symbole surfacique du nouveau domainefondamental obtenu est AQkP B k+D si c0 = c+ ou AP 0 kQ0B k�D si c0 = c�. P 0 et Q0 sontobtenu en reétiquetant p et Q comme suit :- Si e 2 PQ est un coté de type (43) dans la proposition 2.1.7, il reste inchangé.- Si b et/ou b0 2 PQ est un coté de type (41) ou (42) dans la proposition 2.1.7, avec b0 = b+ou b�, plusieurs cas se présentent :(b; b0) 2 PQ : on remplace b par (b+)� si b0 = b+ et par (b�)+ sinon.b =2 PQ et b0 2 PQ : on échange les étiquettes b et b0.b 2 PQ et b0 =2 PQ : les étiquettes ne sont pas modi�ées.P 0 (resp.Q0) est alors obtenu en inversant l'ordre des étiquettes de P (resp. Q).La �gure 2.3 montre ce que l'on peut obtenir dans le cas du domaine de la �gure 2.1:Ici, l'arc de Jordan le long duquel on va �découper �le symbole surfacique relie le sommet entre� et � à celui entre �� et � et les cotés que l'on va �recoller �sont les cotés c = chi et c0 = ��.Les lettres capitales A, B, D, P et Q désignent dans ce cas les cotés suivant : A = �, B = �,D = ��, P = �  �+ et Q = + � �. Le reétiquetage de p et Q fournit P 0 = �+ (+)� (�+)�et Q0 = �+ � +. Donc le symbole surfacique ��� �  �+ �� + � � �� de F induit un symbolesurfacique ��+ (+)� (�+)� �� �+ � + � � �� pour F0.
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κ−(b) Symbole surfacique F0Fig. 2.3 � Exemple: Modi�cation du symbole surfacique de FSelon que H=� est orientable ou non et en renouvelant la procédure, on obtient un domainefondamental ayant un symbole surfacique de l'une des deux formes suivantes :rYi=1 �i�+i kYl=1 ekl;1 : : : l;sle+l gYj=1�j�+j �+j �j (2.1)rYi=1 �i�+i kYl=1 ell;1 : : : l;sle+l gYj=1 �j��j (2.2)La démarche à suivre pour parvenir à un tel résultat est similaire à celle utilisée par James[Jam55], mis à part le fait que l'on conserve le même nombre de cotés jusqu'à le dernière étape,i.e. on n'identi�e pas les paires de cotés �, �+ consécutifs (voir aussi [Wil66]).Présentation des groupes C.N.E. par générateurs et relationsSoit F un domaine fondamental régulier pour �, un groupe C.N.E. La proposition 2.1.8 nousdonne un ensemble de générateurs pour �: ffc j c est un coté de Fg, où fc est l'unique f 2 � telque c = fcF\F. Si c0 est le coté congruent de c, alors fcc0 = c et f�1c = fc0 . On cherche maintenantdes relations entre ces générateurs permettant de dé�nir �.Soit s un sommet de F . On considère l'ensemble Fs = ff 2 � j s 2 fFg. Comme F a uneintersection non vide qu'avec un nombre �ni de ses images par �, l'ensemble Fs est �ni. On obtientalors une suite de faces voisines : F = F0;F1 = f1F; : : : ;Fn�1 = fn�1F;Fn = F = idF contenant s.Si, pour i = 1 à n, fi�1ci est le coté de fi�1F tel que fi�1ci = fi�1F \ fiF, alors ci = f�1i�1fiF \ Fdonc f�1i�1fi = fci et fi = fi�1fci . Par induction,id = fn = fc1 : : : fcn : (2.3)Cette relation est appelée la relation canonique du sommet s. Chaque sommet en induit une.Tout coté c de F n'admettant pas de coté congruent, induit une relation :f2c = id: (2.4)Théorème 2.3 Soit � un groupe C.N.E. et F un domaine fondamental régulier pour �.G = ffc j c est un coté de Fg = ff 2 � j fF est une voisine de Fg est un ensemble générateurpour �. La réunion des relations canoniques (2.3) pour les sommets s de F et des relations (2.4)pour les cotés sans congruents de F est un ensemble de relations dé�nissant � en termes d'élémentsde G.Pour plus de détails sur ce résultat, le lecteur pourra se référer à l'article de Wilkie [Wil66].



30 CHAPITRE 2. UNIFORMISATIONOn obtient alors à partir d'un symbole surfacique (2.1) ou (2.2) la représentation de � suivante :2.5 Présentation d'un groupe C.N.E. par générateurs et relationsGénérateurs (Type) Relationsxi (elliptique) xmii = 1 i = 1 à r8<: eici;j (hyperboliquevoir elliptique)(ré�exion) 8<: ci;si = e�1i ci;0eic2i;j�1 = c2i;j = (ci;j�1ci;j)ni;j = 1 i = 1 à k, j = 1 à siai, bi (hyperbolique) Qrj=1 xjQkl=1 elQgm=1 ambma�1m b�1m = 1 i = 1 à g, cas (2.1)di (glissement) Qrj=1 xjQkl=1 elQgm=1 d2m = 1 i = 1 à g, cas (2.2)Les générateurs énoncés ici sont dit canoniques et on réservera les lettres a, b, c, d, e et x pour lesdésigner.avec les signi�cations :- Les lettres a, b, c, d, e et x correspondent aux transformations induites par les cotés �, �, ,�, � et � respectivement.- Les mi et ni;j sont des entiers positif correspondant au nombre de faces rencontrant F ausommet commun entre les cotés � et �0 et les cotés i;j�1 et i;j respectivement.SignatureWilkie [Wil66] introduit la notion de signature d'un groupe C.N.E. a�n de synthétiser sa pré-sentation par générateurs et relations.Une signature est une suite d'entiers non négatifs et de symboles de la forme :� = ( g ; � ; [m1; : : : ;mr] ; f(n1;1; : : : ; n1;s1) ; : : : ; (nk;1; : : : ; nk;sk)g )Si le signe �+ � apparait, on notera sign(�) = +, sinon sign(�) = �. Les entiers m1; : : : ;mrsont appelés périodes propres de � et les entiers ni;1; : : : ; ni;si sont les périodes du cycle-période(ni;1; : : : ; ni;si). On écrira g(�) = g et k(�) = k. Si r = 0, on peut avoir un ensemble vide depériodes propres que l'on notera [�]. De même pour si = 0, le cycle-période correspondant seranoté (�) et dans le cas où k = 0, i.e. � n'a pas de cycle-période, on notera f�g.Étant donné un groupe C.N.E. �, présenté par générateurs et relations (présentation 2.5), ondé�nit ainsi la signature �(�) de �:�(�) = ( g ; � ; [m1; : : : ;mr ] ; f(n1;1; : : : ; n1;s1) ; : : : ; (nk;1; : : : ; nk;sk)g )avec sign(�(�)) = + dans le cas (2.1) et on dit que � est orientable; sign(�(�)) = � dans le cas(2.2) et � est non orientable. L'entier g est appelé genre orbital de �.Un groupe C.N.E. � ayant une signature de la forme : �(�) = � g ; � ; [�] ; n(�) ; k: : :; (�)o�,k � 0, est appelé un groupe surfacique. Si k � 1, alors � est dit groupe surfacique bordé.Remarque: Les seuls éléments d'ordre �ni de Aut(H) sont les elliptiques ou des ré�ections (voir parexemple [Leh66]). De plus, en utilisant les notations précédentes, un élément g d'un groupe C.N.E.est d'ordre �ni si et seulement si il est conjugué soit à une puissance d'un xi, soit à une puissanced'un ci;j�1ci;j ou à un ci;j (voir [BEGG90]). Par conséquent, on a laProposition 2.1.9 Un groupe C.N.E. est un groupe surfacique si et seulement si il n'a pas d'élé-ments préservant l'orientation d'ordre �ni, i.e. s'il ne contient pas d'elliptiques.



2.2. QUOTIENT DE H PAR UN GROUPE C.N.E. 312.2 Quotient de H par un groupe C.N.E.2.2.1 Un peu de topologieLes propriétésSoit � un groupe C.N.E. de signature �, où � est donnée par� = (g;�; [m1; : : : ;mr] ; f(n1;1; : : : ; n1;s1) ; : : : ; (nk;1; : : : ; nk;sk)g) : (2.6)Martínez [Mar86] montre qu'il existe un domaine fondamental régulier convexe F pour � ayant unsymbole surfacique de la forme (2.1) ou (2.2) selon sign(�).En identi�ant les points des cotés congruents de F, on obtient une surface représentant l'espacedes orbites S = H=�. Celle-ci a les propriétés suivantes :Proposition 2.2.1 : Propriétés topologiques de S = H=�(i) S est une surface compacte- orientable si sign(�) = +, i.e. le symbole surfacique de � est de la forme (2.1) ;- non-orientable si sign(�) = �, i.e. si le symbole surfacique de � est de la forme (2.2).Ceci justi�e le terme de groupe C.N.E. orientable ou non (voir section 2.1.3).(ii) Si k 6= 0, S est une surface a bord et le nombre de composantes connexes de @S est k = k(�).(iii) Le genre orbital g = g(�) de � correspond au genre topologique de S et S possède- g anses si sign(�) = +, i.e. si le symbole surfacique de � est de la forme (2.1) ;- g entrecroisements ( ou �cross-caps �) si sign(�) = �, i.e. si le symbole surfacique de � estde la forme (2.2).Du point de vue des isomorphismesCette section s'inspire des articles de Macbeath [Mac67] et de son élève Singerman [Sin74] quiredémontre les résultats de Macbeath de façon plus non géométriquement irreductible à partir despropriétés algébriques des groupes C.N.E.Deux groupes C.N.E. � et �0 sont dit géométriquement isomorphes si il existe un homéomor-phisme f : H �! H et un isomorphisme � : � �! �0 tels que pour tous w; z 2 H et g 2 �,w = g � z , f(w) = �(g) � f(z):En d'autres termes f � g = �(g) � f , donc �(g) = f � g � f�1. Donc deux groupes C.N.E. sontgéométriquement isomorphes s'il sont conjugués dans le groupe des homéomorphismes de H .Si un isomorphisme (algébrique) � : � �! �0 provient d'un isomorphisme géométrique, ondira que � peut être réalisé géométriquement et l'homéomorphisme f associé sera appelé réalisationgéométrique de �. Notons que f n'a pas nécessairement de lien avec la géométrie non-euclidiennede H.Macbeath prouve de plus le résultat suivant :Théorème 2.4 [Mac67, Théorème 3, page 1201]Tout isomorphisme de groupe C.N.E. peut être réalisé géométriquement.Proposition 2.2.2 Les isomorphismes géométriques, donc les isomorphismes d'après le théorème2.4, entre groupes C.N.E. préservent le �type � d'un élément.Ainsi étant donné un isomorphisme géométrique � : � �! �0, pour tout élément g 2 �, on a :�(g) est elliptique (resp. hyperbolique, parabolique, un glissement ou une ré�ection) si et seulementsi g est elliptique (resp. hyperbolique, parabolique, un glissement ou une ré�ection)Preuve: Cette démonstration utilise principalement les résultats de la proposition 2.1.5 sur lespoints �xes. Soit � : � �! �0 un isomorphisme géométrique et g 2 �.Cas 1 : g est parabolique : Fixe(g), donc Fixe(�(g)), contient un unique point, d'où �(g) est para-bolique.



32 CHAPITRE 2. UNIFORMISATIONCas 2 : g est une ré�ection : Fixe(g), donc Fixe(�(g)), est un ensemble in�ni, d'où �(g) est uneré�ection.Cas 3 : g est elliptique : Fixe(g), donc Fixe(�(g)), contient deux éléments et g, donc �(g), admetun unique point �xe comme automorphisme de H, donc �(g) est elliptique.Cas 4 : g est hyperbolique ou un glissement : D'après les cas précédents, �(g) ne peut être quehyperbolique ou un glissement. Si g est hyperbolique g, donc �(g) préserve l'orientationet si g est un glissement, g donc �(g) l'inverse.D'où le résultat. 2Soit � : � �! �0 un isomorphisme entre deux groupes C.N.E. et f : H �! H la réalisationgéométrique de �. Alors pour z 2 H, f envoie l'orbite de z par � dans l'orbite de f(z) par �0. Ene�et f(�z) = �(�)f(z) = �0f(z). On obtient alors la propriété suivante :Théorème 2.5 Un isomorphisme � : � �! �0 entre groupes C.N.E. induit un homéomorphismef� : H=� �! H=0� .Corollaire 2.2.1 Soit � un groupe C.N.E. de signature � donnée par (2.6). Alors l'orientabilitéde �, son genre orbital g ainsi que le nombre k sont invariants par isomorphisme.2.2.2 Réalisation de surfaces conformes comme quotientLe but de cette partie est de réaliser un revêtement universel de surfaces conformes par ledemi-plan de Poincarré H.Dans un premier temps, le théorème suivant va permettre de munir le quotient de H par ungroupe surfacique d'une structure de surface conforme.Théorème 2.6 Soit � un groupe C.N.E. surfacique. Il existe une unique structure de surfaceconforme sur le quotient H=� faisant de l'application quotient � : H �! H=� un morphismeconforme.Preuve: Nous allons étudier deux cas.(1) � ne contient pas de ré�exions : Alors � ne contient que des éléments hyperboliques oudes glissements, donc d'après la proposition 2.1.5, � agit librement sur H. De plus � étant unsous-groupe discret de Aut(H), il agit proprement discontinûment sur H par la proposition 2.1.4.On peut alors appliquer le théorème 1.10 qui nous donne une unique structure de surface conformesur H=� faisant de � un morphisme conforme.(2) � contient au moins une ré�exion � : Soit �+ l'ensemble des éléments de � qui préserventl'orientation, donc les éléments de � qui agissent analytiquement sur H. On a [�;�+] = 2 et� 2 �r�+, d'où < � >' �=�+ et H=� ' (H=�+ )=(�=�+ ) ' (H=�+ )=<�>. De plus les éléments de�+ sont forcément des éléments hyperboliques ce qui fait que �+ agit librement sur H (proposition2.1.5) et proprement discontinûment (proposition 2.1.4). Le théorème 1.10 nous donne alors uneunique structure de surface conforme sur H=�+ faisant de l'application quotient �+ : H �! H=�+un morphisme conforme. De plus, les éléments de �+ préservant l'orientation, H=�+ est orientable etadmet ainsi une unique structure presque complexe faisant de �+ un morphisme presque complexe.Maintenant, � inversant l'orientation de H, donc de H=�+ , agit de façon anti-presque complexe.Comme de plus �2 = id, elle induit une action du groupe de Galois � '< � >= f�; idg de C surR sur H=�+ . D'après le corollaire 1.3.2, il existe une unique structure conforme sur (H=�+ )=<�>faisant de p : H=�+ �! (H=�+ )=<�> un morphisme conforme. On a ainsi obtenu une structureconforme sur H=� faisant de � : H �+�! H=�+ p�! (H=�+ )=<�> ' H=� un morphisme conforme.Reste à montrer l'unicité de la structure. Pour cela, il su�t de voir que cela ne dépend pasdu choix de la ré�exion � choisie. Si �0 2 � est une autre ré�exion, Alors, le corollaire 1.3.3 nousdonne un isomorphisme conforme entre (H=�+ )=<�> et (H=�+ )=<�0>, d'où l'unicité. 2Soit (S; ') une surface conforme non géométriquement irreductible de genre g � 2. On peutmunir S d'un structure de surface de Riemann, S (cf. théorème 1.5) et d'après le théorème d'uni-formisation des surfaces de Riemann (voir par exemple [FK91]), S admet un revêtement universel



2.2. QUOTIENT DE H PAR UN GROUPE C.N.E. 33holomorphe par H, p : H �! S. Donc (S; ') admet un revêtement universel p : H �! (S; ') telque p soit un morphisme conforme. On a alors laProposition 2.2.3 Soit (S; ') une surface conforme non géométriquement irreductible de genreg � 2 et p : H �! (S; ') son revêtement universel. On pose � = ff 2 Aut(H) j p � f = pg.(1) L'application h : �z 2 H=� 7�! p(z) 2 S est un homéomorphisme;(2) Le stabilisateur �z de tout point z 2 H est trivial;(3) � est un groupe C.N.E. surfacique.Preuve: (1) h est bien dé�nie: Soit z; z0 2 H tels que �z = �z0 . Cela signi�e qu'il existe g 2 � telque g(z) = z0, d'où p(z0) = p � g(z) = p(z).On montre maintenant que h est bijective. La surjectivité provient de celle de p. Soit z; z0 2 Htels que p(z) = p(z0) = s. Comme p : H �! S est un revêtement universel holomorphe, on sait(voir par exemple [FK91]) qu'il existe un automorphisme holomorphe g de H véri�ant p � g = p ettel que g(z) = z0. Donc g 2 � et �z = �z0.Reste à voir la continuité de h et de h�1. Par dé�nition, h � � = p, où � : H �! H=� est laprojection canonique. Donc h est continue. Si U � H=� est un ouvert, alors h(U ) = p � ��1(U ) estouvert puisque p est une application ouverte et � est continue.(2) Soit g 2 �z . Si on montre que Fixe(g) = H , alors g = idH. H étant connexe, il su�tde montrer que l'ensemble fermé non-vide Fixe(g) est ouvert dans H . Soit z0 2 Fixe(g), U unvoisinage ouvert de z0 dans H et V un voisinage ouvert de p(z0) dans S tels que pjU : U �! V soitun homéomorphisme. Par continuité de g et sachant que g(z0) = z0, il existe un voisinage ouvertU 0 de z0 tel que g(U 0) � U . De plus p � g(U 0) = p(U 0). Alors U 0 � Fixe(g). En e�et, si u 2 U 0, onsait que p � g(u) = p(u) et que u; g(u) 2 U . Comme pjU est injective, g(u) = u i.e. u 2 Fixe(g).(3) Si on montre que � est discret, alors H=� ' S est compacte. Donc � est un groupe C.N.E.De plus, par (2), � n'a pas d'éléments elliptique donc est un groupe surfacique d'après la dernièreremarque de la section 2.1.3.Si � n'est pas discret, il existe une suite d'éléments distincts (gn)n2Nde � avec limn!1 gn = idH.Soit z 2 H et U , V des voisinages de z et p(z) respectivement tels que pjU : U �! V soit bijective.Comme gn 2 �, on a p � gn(z) = p(z) et gn(z), d'où gn(z) =2 Urfzg. De plus, d'après le lemme2.1.2, z = limn!1 gn(z). Donc, pour n assez grand, on doit avoir gn(z) = z. En utilisant (2), onobtient gn = idH pour n assez grand ce qui est exclu. 2Corollaire 2.2.2 Soit (S; ') une surface conforme non géométriquement irreductible de genre g �2. Alors (S; ') ' H=� comme surface conforme pour un certain groupe surfacique �. De plus, �est un groupe fuchsien.Preuve: D'après les résultats sur les sous-groupes de Aut(H) de la section 2.1.1, tout sous groupediscret de Aut(H) agit proprement discontinûment sur H. La première partie du corollaire découlealors directement de la proposition 2.2.3 précédente et du théorème 1.10.Si f 2 Aut(H) renverse l'orientation de H, l'égalité p � f = p ne peut avoir lieu puisque parconstruction, p est compatible avec l'orientation de H et S. Donc f =2 �. 2Remarque: En utilisant les résultats sur l'uniformisation des surfaces de Riemann (voir par exemple[FK91]), on voit que � ' �1(S).Le but de cette section est d'étendre ce résultat à une grande partie des surfaces conformes.Théorème 2.7 Soit (S; ') une surface conforme de genre g et de type � telle que ~g(g; � ) � 2 (voirsection 3.3.3). Il existe un groupe surfacique � tel que (S; ') et H=� soient isomorphes en tempsque surfaces conformes. De plus, si � : H �! H=� est la projection canonique, alors � = ff 2Aut(H) j � � f = �g.Preuve: Le cas des surfaces conformes non géométriquement irreductibles a été vu dans le corollaire2.2.2. On suppose donc que (S; ') est une surface conforme géométriquement irreductible et soitp : eS �! (S; ') son double complexe (voir section 1.3.1). La proposition 1.3.3 implique queg(eS) = ~g(g; � ) � 2. D'après le corollaire 2.2.2, il existe un groupe surfacique �+ tel que eS =



34 CHAPITRE 2. UNIFORMISATIONH=�+ . De plus, si on note �+ : H �! eS la projection canonique, le corollaire 2.2.2 implique que�+ = fg 2 Aut(H) j �+ � g = �+g. On rappelle que eS est munie d'une action de � = f�; idg eteS=� = (S; '). Ainsi, (S; ') ' (H=�+ )=� et on cherche un groupe surfacique � tel que � ' �=�+ .Dans ce cas, (S; ') = H=�, par le théorème 2.6.Tout d'abord, notons que �+ : H �! eS et � � �+ : H �! eS sont deux revêtements universels.Il existe donc g 2 Aut(H) faisant commuter le diagramme :H�+ �� g // H�+��eS � // eS- � =< �+; g > est un sous-groupe discret de Aut(H) et [� : �+] = 2 : Si on montre la dernièrea�rmation, la discrétion de � proviendra trivialement de celle de �+. Tout d'abord, g =2 �+ car�+ � Aut+(H) et �+ � g = � � �+ implique que g inverse l'orientation de H puisque � inversecelle de eS. De plus �+ � g2 = � � �+ � g = �2 � �+ = �+, i.e. g2 2 �+. Maintenant, si h 2 �+,�+ � g � h � g�1 = � � �+ � h � g�1 = � � �+ � g�1 = �+ � g � g�1 = �+, donc g�+g�1 � �+. D'oùle résultat.- On construit un isomorphisme f : eS=� �! H=� de la façon suivante :H�+ �� � // H=�eS p // S = eS=�fOO (2.7)où � : H �! H=� est l'application quotient et f est donnée par f : s = p � �+(z) 7�! �(z). Cetteapplication est bien dé�nie. En e�et, si s = p � �+(z) = p � �+(z0) pour z 6= z0 2 H , alors soit�+(z) = �+(z0) ou bien �+(z) = � � �+(z0). Dans le premier cas, �(z) = �(z0) puisque �+ � �.Dans le second cas, �+(z) = ���+(z0) = �+ �g(z0), donc z = h�g(z0) pour un certain h 2 �+ � �.Comme g 2 �, on obtient �(z) = �(z0).On véri�e aussi que f est injective: soit s = p � �+(z) et s0 = p � �+(z0) tels que f(s) = s0.Cela signi�e qu'il existe h 2 � tel que z0 = h(z). Si h 2 �+, alors �+(z) = �+(z0) donc s = s0.Si h =2 �+, il existe h0 2 �+ tel que h = g � h0. Donc � � �+(h0(z)) = �+ � g(h0(z)) = �+(z0) ets0 = p � �+(z0) = p � �+(h0(z)) = p � �+(z) = s. D'où l'injectivité.La commutativité du diagramme montre alors que f est un isomorphisme conforme.- � est un groupe surfacique : On a vu que � était un groupe discret. De plus H=� ' S,donc � est un groupe C.N.E. Si � n'est pas surfacique, alors il existe un élément elliptique e 2 �(proposition 2.1.9). Comme �+ est un groupe surfacique et que [� : �+] = 2, on obtient queg 2 � = �+ [ e�+ � Aut(H), ce qui est impossible.- � = fh 2 Aut(H) j ��h = �g = Aut(�) : Par construction, � � Aut(�). Réciproquement, soith 2 Aut(H) tel que ��h = �. Par commutativité du diagramme (2.7), on a f �p��+�h = f �p��+;d'où p��+�h = p��+. De plus, Eh = fz 2 H j �+(z) 6= �+�h(z)g � fz 2 H j ���+(z) = �+�h(z)g.Comme � inverse l'orientation, Eh est vide si h est analytique. Dans ce cas, �+�h = �+ et h 2 �+ ��. Si h n'est pas analytique, g �h l'est. De plus p��+ � (g �h) = p�� ��+ �h = p��+ �h = p��+,donc comme précédemment, g � h 2 �+ � �. Donc h 2 �. 2Remarque: Les seules surfaces topologiques ne satisfaisant pas les conditions du théorème 2.7 sont :Surfaces conformesnon géométriquement irreductibles: � g = 0g = 1 sphèretoreSurfaces conformesgéométriquement irreductibles: 8>>>><>>>>: g = 0; � = +1g = 0; � = +2g = 1; � = �0g = 2; � = �0g = 1; � = �1 disque ferméanneau ferméplan projectifbouteille de Kleinruban de Möbius



2.2. QUOTIENT DE H PAR UN GROUPE C.N.E. 35Proposition 2.2.4 Soit (S; ') une surface conforme. Elle admet un revêtement universel p : U �!(S; ') avec U = P1(C ), U = C ou U = H et p est un morphisme conforme.Preuve: Soit (S; '), une surface conforme de genre g et de type � .- ~g(g; � ) � 2 : On est dans les hypothèses du théorème 2.7. (S; ') admet donc un revêtementuniversel p : H �! (S; ') avec p conforme.- ~g(g; � ) < 2 et (S; ') est une surface conforme non géométriquement irreductible : Si g = 0,S = P1(C ) qui est simplement connexe. Si g = 1, S est un tore et il existe un revêtement universelholomorphe, donc conforme, de S' par C .- ~g(g; � ) = 1 et (S; ') est une surface conforme géométriquement irreductible : On a g(eS) =~g(g; � ) = 1, où � : eS �! (S; ') est le double complexe de (S; '). Donc eS est un tore et admet unrevêtement universel holomorphe ~� : C �! eS. On obtient alors un revêtement universel conformep : C ~��! eS ��! (S; ').- ~g(g; � ) = 0 et (S; ') est une surface conforme géométriquement irreductible : On a g(eS) =~g(g; � ) = 0, où � : eS �! (S; ') est le double complexe de (S; '). Donc eS = P1(C ) et on obtient lerevêtement universel conforme p = � : P1(C ) = eS �! (S; '). 22.2.3 Voyons un peu plus loinConcernant les isomorphismesSoit (S; ') et (S0; '0) deux surfaces conformes. D'après le théorème 2.7, il existe des groupessurfaciques � et �0 tels que (S; ') = H=� et (S0; '0) = H=�0 . De plus, si on note � : H �! S et�0 : H �! S0 les applications quotient, on peut choisir � et �0 tels que � = Aut(�) et �0 = Aut(�0).On notera A(�;�0) = fg 2 Aut(H) j �0(z) = �0(w)() � � g(z) = � � g(w)gLemme 2.2.1 Soit g 2 Aut(H). Les trois assertions suivantes sont équivalentes :(i) g 2 A(�;�0).(ii) Il existe un unique isomorphisme ĝ : (S0; '0) �! (S; ') faisant commuter le diagramme:H�0 �� g // H���(S0; '0) ĝ // (S; ')(iii) �0 = g�1�g.Preuve: (i) ) (ii) : Comme g 2 A(�;�0), on peut dé�nir un homéomorphisme ĝ : S0 �! Sen posant pour s = �0(z) 2 S0, ĝ(s) = � � g(z). Pour voir qu'il s'agit en fait d'un isomorphismeconforme, il su�t d'appliquer successivement la proposition 1.3.5 et son corollaire 1.3.3 en serappelant de la construction de la structure conforme sur H=� et H=�0 .(ii)) (iii) : Soit h0 2 �0 et h = g�h0�g�1. On obtient ��h = ��g�h0�g�1 = ĝ��0�h0�g�1 =ĝ � �0 � g�1 = � � g � g�1 = �. Donc h 2 � et �0 � g�1�g.Réciproquement, si h0 2 g�1�g, alors g � h0 � g�1 2 �. Cela signi�e � � g � h0 � g�1 = �, doncque ĝ � �0 � h0 = ĝ � �0. Comme ĝ est bijective, on obtient �0 � h0 = �0 et h0 2 �.(iii) ) (i) : Soit z; w 2 H tels que �0(z) = �0(w). Il existe h0 2 �0 = g�1�g tel que w = h0(z).On a h = g �h0 � g�1 2 � et comme � �h = �, on a � � g(w) = � � g �h0(z) = � �h � g(z) = � � g(z).La réciproque se montre de la même façon. 2On peut maintenant montrer le théorème suivant:



36 CHAPITRE 2. UNIFORMISATIONThéorème 2.8 On note Isom ((S0; '0); (S; ')) l'ensemble des isomorphismes conformes de (S0; '0)dans (S; ').(1) L'application g 2 A(�;�0) 7�! ĝ 2 Isom ((S0; '0); (S; ')) est surjective.(2) (S; ') et (S0; '0) sont isomorphes si et seulement si � et �0 sont des sous-groupes conjugués deAut(H).(3) Aut(S; ') ' N (�)=�, où N (�) est le normalisateur de � dans Aut(H).Preuve: (1) : - Si (S; ') et (S0; '0) sont des surfaces non géométriquement irreductibles. Soit� 2 Isom ((S0; '0); (S; ')). Comme � : H �! S et �0 : H �! S0 sont des revêtements universelsholomorphes, il existe g 2 Aut(H) faisant commuter le diagramme :H�0 �� g // H���S0 � // S (2.8)Clairement g 2 A(�;�0), donc � = ĝ d'après le (2) du lemme 2.2.1,- Dans le cas général, on considère les doubles complexes (eS; f; �) et (eS0; f 0; �0) de (S; ')et (S0; '0) respectivement. Si � 2 Isom ((S0; '0); (S; ')), d'après le corollaire 1.3.1, il existe uneapplication  2 Isom(eS0; eS) faisant commuter le diagramme :eS0f 0 ��  // eSf��S0 � // S (2.9)Soient p : H �! eS et p0 : H �! eS0 les projections canoniques. D'après (2.8) appliqué aux sur-faces conformes géométriquement irreductibles eS et eS0, il existe g 2 Aut(H) faisant commuter lediagramme : Hp0 �� g // Hp��eS0  // eS (2.10)Sachant que S = H=� et S0 = H=�0 , les projections � = f �p : H �! S et �0 = f 0 �p0 : H �! S0 sontles applications quotients. En recollant les diagrammes (2.9) et (2.10), on obtient le diagramme :H�0 �� g // H���S0 � // SEt par construction, g 2 A(�;�0) et � = ĝ.(2) : On voit que (S; ') et (S0; '0) sont isomorphes si et seulement si A(�;�0) 6= ;. Le lemme2.2.1 nous donne alors le résultat.(3) : En utilisant le lemme 2.2.1 avec � = �0, on obtient A(�;�) = N (�). La partie (1) nousindique que l'application � : g 2 N (�) 7�! ĝ 2 Aut(S) est surjective. Si g; g0 2 A(�;�), alors� � (g � g0) = (ĝ � ĝ0) � �. D'autre part, � � (g � g0) = ([g � g0) � �. D'après le lemme 2.2.1, on aĝ � ĝ0 = [g � g0, d'où � est un morphisme de groupe surjectif.Il reste alors à véri�er que ker� = �. Si g 2 �, on a � � g = �, i.e. � � g = id � � et par lelemme 2.2.1, ĝ = id, donc g 2 ker�. Réciproquement, si g 2 ker�, alors ĝ = id, i.e. � � g = �. Doncg 2 �. 2



2.2. QUOTIENT DE H PAR UN GROUPE C.N.E. 37Liens avec le groupe fondamentalSoit S une surface compacte de genre g et de type � telle que ~g(g; � ) � 2 et �1(S) son groupefondamental. Si � : H �! S est un revêtement universel et �(S) = fg 2 Aut(H) j � � g = �g,groupe surfacique tel que S ' H=� , on a:�1(S) =8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
(A1; B1; : : : ; Ag; Bg ����� gYi=1[Ai; Bi] = 1); si � = +0 (2:11a)8<:A1; B1; : : : ; Ag; Bg; E1; : : : ; Ek ������ gYi=1[Ai; Bi] kYj=1Ej = 19=;; si � = +k (2:11b)(D1; : : : ; Dg ����� gYi=1D2i = 1); si � = �0 (2:11c)8<:D1; : : : ; Dg; E1; : : : ; Ek ������ gYi=1D2i kYj=1Ej = 19=;; si � = �k (2:11d)

�(S) = 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
(a1; b1; : : : ; ag; bg ����� gYi=1[ai; bi] = 1); si � = +0 (2:12a)8><>:a1; b1; : : : ; ag; bg; e1; c1; : : : ; ek; ck ������� gYi=1[ai; bi] kYj=1 ej = 1;[cl; el] = 1 9>=>;; si � = +k (2:12b)(d1; : : : ; dg ����� gYi=1 d2i = 1); si � = �0 (2:12c)8><>:d1; : : : ; dg; e1:c1; : : : ; ek; ck ������� gYi=1 d2i kYj=1 ej = 1;[cl; el] = 1 9>=>;; si � = �k (2:12d)Avec [x; y] = xyx�1y�1 est le commutateur de x et y et k est un entier strictement positif.On a alors laProposition 2.2.5 Soit S une surface de genre g et de type � , telle que ~g(g; � ) � 2. On a uneinjection canonique  : �1(S) ,! �(S).Si � = �0, i.e. @S = ;,  est un isomorphisme canonique entre le groupe fondamental �1(S) etle groupe surfacique �(S).Si S est une surface à bord, et �(S) est entièrement déterminé par l'image de �1(S) dans �(S)par .Preuve: Les deux premières assertions sont évidentes. Pour montrer le dernier résultat, il su�t devoire que la ré�exion cl est entièrement donnée par el pour l = 1 à k.Soit e 2 Aut(H) un élément hyperbolique �xé et c 2 Aut(H) une ré�exion telle que [c; e] = 1.Si p1 et p2 sont les points �xes attractif et répulsif de e dans C , alors c(pi) = e(c(pi)), i = 1; 2, cequi signi�e que soit c(p1) = p1 et alors forcément c(p2) = p2 ou bien c(p1) = p2 et alors forcémentc(p2) = p1. Pour s 2 H assez proche de p1, la suite s0 = s; s1 = e(s); � � � ; sn = e(sn�1) = ens; � � �converge vers p1. Or c(sn) = c(en(s)) = en(c(s)) n!1 // c(p1) . Donc c(p1) est le point attractif de eet c(pi) = pi pour i = 1; 2. Or la ré�exion c est entièrement déterminé par l'ensemble de ses points�xes dans C , qui forment un cercle orthogonal à R et celui-ci ne dépend que de son intersectionavec R, qui ici est donnée par les points p1 et p2. D'où le résultat. 2



38 CHAPITRE 2. UNIFORMISATIONSoitC 2 �1(S). On appellera déterminant de C et on notera det(C) le déterminant de (C) 2 �:det(C) = det((C)), où  : �1(S) ,! �(S) est l'injection canonique. Par dé�nition j det(C)j = 1 eton dira que C préserve l'orientation (resp. C renverse l'orientation) si det(C) = 1 (resp. det(C) =�1).Soient S et S0 deux surfaces de genre g et de type � = �k 6= �0 et F : �1(S) �! �1(S0) unisomorphisme. On dira que F préserve le bord si F véri�e, pour l = 1 à k:F (El) = ClE0"l�(l)C�1loù � est une permutation des entiers 1; � � � ; k et det(Cl)"l = " = �1 avec Cl 2 �1(S0).Si � = �0, on pourra dire de tout isomorphisme F : �1(S) �! �1(S0) qu'il préserve le bord.



39Chapitre 3Sur les espaces de Teichmüller3.1 Rappels pour les surfaces de Riemann3.1.1 Dé�nitions et notationsSoit S une surface compacte di�érentiable orientée de genre g. L'espace R(S) des modules de Sest l'ensemble des classes d'isomorphisme des surfaces de Riemann de genre g. On le notera aussiRg .On appellera surface de Riemann marquée et modelée sur S, un couple (R; f), où R est unesurface de Riemann de genre g et f : S �! R est un di�éomorphisme préservent l'orientation.On notera fM(S), l'ensemble des surfaces marquées et modelées sur S. On introduit la relationd'équivalence suivante sur fM(S) : (R; f) � (R0; f 0) si et seulement si f � f 0�1 : R0 �! R estbiholomorphe. On notera alors Mg = M(S) = fM(S)=�, l'ensemble quotient obtenu et on a uneapplication surjective � :Mg �! Rg dé�nie par : �([R; f ]) = [R].Soit Diff+g = Diff+(S), l'ensemble des di�éomorphismes � : S �! S préservant l'orientation.C'est un groupe pour la composition. Il agit à droite sur fM(S) de la façon suivante : (R; f) �� = (R; f � �). Cette action est compatible avec la relation d'équivalence dé�nie précédemment :(R; f) � (R0; f 0) () (R; f) � � � (R0; f 0) � �. On en déduit une action de Diff+g sur Mg :[R; f ] � � = [R; f � �].Proposition 3.1.1 � : [R; f ] 2 Mg 7�! [R] 2 Rg est une application quotient pour l'action deDiff+g sur Mg.Soit Diff0g l'ensemble des di�éomorphismes � 2 Diff(S) homotopes à l'identité. C'est unsous-groupe discret de Diff+g et Tg =Mg=Diff0g va être l'espace de Teichmüller des surfaces deRiemann de genre g et de type � . On note Modg = Diff0gnDiff+g le groupe modulaire de genre g etde type � . Il agit sur Tg : Mg   BBBBBBBB � // RgTg � >>~~~~~~~~L'application � obtenue par la propriété universelle du quotient, est une application quotient pourl'action de Modg sur Tg. Autrement dit, on a leThéorème 3.1 � induit une bijection Tg=Modg �! Rg.3.1.2 Coe�cients et di�érentielles de BeltramiA�n de pouvoir munir l'espace de Teichmüller Tg d'une structure de variété analytique complexe,nous allons utiliser les di�érentielle de Beltrami. C'est pourquoi nous les introduisons ici. On pourratrouver plus de détails sur ce sujet dans [Nag88] ou [IT92].



40 CHAPITRE 3. SUR LES ESPACES DE TEICHMÜLLERCoe�cientsSoit V un espace vectoriel réel de dimension 2. On �xe une structure complexe � sur V et unisomorphisme C -linéaire z : V �! C relativement à cette structure complexe. Soit ' = [q] unestructure conforme sur V . Si on pose x = 12 (z + �z) et y = 12p�1 (z � �z), alors fx; yg est une basepour le dual réel de V . Donc il existe des réels a, b et c tels que q = ax2 + 2bxy + cy2 et, q étantdé�nie positive, a; c > 0 et b2 � ac < 0. Maintenant il existe un unique couple (�; �) avec � 2 R+,� 2 C et j�j < 1 tel que q = � � jz + ��zj2:� et � peuvent s'exprimer de façon unique en fonction de a, b et c donc le nombre complexe � estdéterminé uniquement par la structure conforme '. C'est le coe�cient de Beltrami de '.Réciproquement, étant donné un nombre complexe � avec j�j < 1, q = jz + ��zj2 dé�nie uneforme quadratique dé�nie positive sur V et donc une structure conforme ' = [q] sur V dont lecoe�cient de Beltrami est �.On obtient ainsi une bijection entre le disque unité ouvert de C et l'ensemble des structuresconformes ' sur V muni d'une structure complexe et d'un isomorphisme C -linéaire vers C .Remarque: Le coe�cient de Beltrami d'une structure conforme dépend fortement du choix del'isomorphisme C -linéaire. En e�et, soit z; z0 : V �! C , deux isomorphismes C -linéaires et 'une structure conforme sur V ayant � et �0 pour coe�cients de Beltrami par rapport à z et z0respectivement. Comme z et z0 sont tous deux des isomorphismes C -linéaires, il existe � 2 C telque z = �z0. Alors jz + ��zj2 = j�j2 � jz0 + � ��� �z0j2D'où �0 = � ��� .Soit V un espace vectoriel réel de dimension 2, � une structure complexe sur V et z : V �! Cun isomorphisme C -linéaire. Si ' est une structure conforme sur V de coe�cient de Beltrami �par rapport à � et z, alors son coe�cient de Beltrami relativement à la structure complexe � et àl'isomorphisme �z conjugués est ��.Di�érentiellesSoit (S; �) une surface compacte presque complexe. S est la structure di�érentielle d'une surfacede Riemann S (cf. section 1.1.1). On note 
 le �bré en droite complexe des formes di�érentiellescomplexes sur S et 
 son �bré conjugué. Le �bré en droite 
�1 

 est un �bré vectoriel normé sion pose d�zdz  = 1pour toute coordonnée analytique locale z sur S. On considère alors la norme sup. notée k � k1,sur les sections globales de 
�1 
 
. Une di�érentielle de Beltrami di�érentiable sur S est unesection globale di�érentiable � du �bré vectoriel 
�1 
 
 de norme k�k1 � 1. On notera parC1(�1;1)(S)1 = B1(S) l'ensemble des di�érentielles de Beltrami di�érentiables sur S.Soit ' une structure conforme quelconque sur S. On associe alors à ' une di�érentielle deBeltrami di�érentiable � de la manière suivante : Pour toute coordonnée analytique locale z, ladi�érentielle dpz : TpS �! C en un point p 2 S est un isomorphisme C -linéaire. D'après lesrésultats sur les coe�cients, on obtient un coe�cient de Beltrami �z;p de 'p relativement à �p etdpz qui, par construction, varie de manière di�érentielle avec p. De plus la section locale �z � d�zdz de
�1

 ne dépend pas du choix de z. Comme S est compacte, on obtient une section di�érentiableglobale � de 
�1 
 
 de norme k�k1 < 1, donc une di�érentielle de Beltrami di�érentiable. Onappelle � la di�érentielle de Beltrami de la structure conforme 'Réciproquement, si � est une di�érentielle de Beltrami sur S, on peut lui associer une structureconforme ' dont la di�érentielle de Beltrami di�érentiable est �. En e�et, dans une coordonnéeanalytique locale z, on a � = �z � d�zdz pour une certaine fonction di�érentiable �z. On dé�nie alorslocalement 'z = [jdz + �zd�zj2] et la structure conforme ' sur S obtenue ne dépend pas de z.Proposition 3.1.2 On obtient donc ainsi une bijection entre l'ensemble des structures conformessur S et l'ensemble des di�érentielles de Beltrami sur S.



3.1. RAPPELS POUR LES SURFACES DE RIEMANN 41DilatationsSoit V un espace vectoriel réel muni d'une structure complexe de référence �0 de structureconforme associée '0 (cf. section 1.1.3) et d'un morphisme C -linéaire z :�! C . Soit L : V �! V 0,un isomorphismeR-linéaire, où V 0 est un espace vectoriel réel de dimension 2 muni d'une structureconforme '0. La dilatation complexe �L de L est, par dé�nition, le coe�cient de Beltrami de lastructure conforme induite ' = L?'0 et L est conforme par rapport à '0 et '0 si et seulement si�L = 0.La dilatation complexe de L peut être déterminée comme suit : Soit �0, la structure complexesur V 0 induite par la structure conforme '0 telle que L préserve l'orientation induite par �0 et �0.Soit z0 : V 0 �! C un isomorphisme C -linéaire relativement à �0. Il existe alors �; � 2 C tels queL?z0 = �z + ��z. Comme L préserve l'orientation, j�j > j�j et comme � 6= 0,L?jz0j2 = j�z + ��zj2 = j�j2 � jz + �� � �zj2D'où �L = �� .Remarque: Si h est di�érentiable, alors un calcul montre que la notion de dilatation circulaireci-dessus et celle dé�nie précédemment (cf. section 1.1.2) coïncident.Soit � la dilatation complexe de L et q0 = jz0+��z0j une forme quadratique sur V 0. Alors l'imagepar L du cercle unité jzj = 1 est une ellipse ont la longueur du plus petit des deux demi-axes est1� j�j et celle du plus grand 1 + j�j. On dé�nie alors la dilatation circulaire L de L comme :L = 1 + j�j1� j�j :L est un nombre réel supérieur ou égal à 1. De plus, L = 1 si et seulement si L est conforme parrapport à '0 et '0.Soit (S; �) une surface di�érentiable compacte presque complexe, f : S �! S0 un di�éomor-phisme local et '0 une structure conforme sur S0. On obtient alors une structure conforme induite' = f?'0 sur S. Sa di�érentielle de Beltrami, �f est appelée dilatation complexe de f .Proposition 3.1.3 f est conforme si et seulement si sa dilatation complexe est identiquementnulle.On peut obtenir explicitement la di�érentielle de Beltrami du di�éomorphisme local f . En e�et,soit �0 une structure presque complexe sur S0 telle que '0 soit la structure conforme induite par �0 etf préserve l'orientation relativement à � et �0. Une telle structure presque complexe existe toujours,au moins localement. Soit z0 une coordonnée analytique locale sur S0. Comme f?dz0 = @f@z dz+ @f@�z d�z,d'après les résultats sur les coe�cients, on obtient localement :�f = @f@z@f@�z � d�zdzSoit � la dilatation complexe du di�éomorphisme local f . On dé�nie la dilatation circulaire def comme le nombre réel : f = 1 + k�k11� k�k1 :3.1.3 Structure des espaces de Teichmüller des surfaces de RiemannSoit S, une surface de Riemann de genre g et S la surface di�érentiable sous-jacente. On noteIg , l'ensemble des structures presque complexes sur S induisant la même orientation que celledonnée par S et �g l'ensemble des structures conformes sur S. Si R est une surface de Riemann,on note IR la structure presque complexe sur la surface di�érentiable sous-jacente R, déduite dela structure de surface de Riemann (voir proposition 1.1.6). On dé�nie alors une application :fMg �! Ig(R; f) 7�! f?(IR)



42 CHAPITRE 3. SUR LES ESPACES DE TEICHMÜLLERCette application est compatible avec la relation d'équivalence � sur fM(S) Elle induit donc uneapplicationMg = fM(S)=� �! Ig.Proposition 3.1.4 L'application [(R; f)] 2 Mg 7�! f?(IR) 2 Ig est une bijection.Preuve: Injectivité: Soient (R; f), (R0; f 0) 2 fM(S) ayant même image dans Ig .(f 0 � f�1)?IR0 = (f�1)?(f 0?IR0) = (f�1)?(f?IR) = IRCe qui signi�e que f 0 � f�1 est holomorphe.Surjectivité: Soit I 2 Ig . Elle induit une structure de surface de Riemann, SI sur S (propo-sition 1.1.6) et I est l'image dans Ig de [(SI ; Id)] 2Le théorème 1.5 et les propositions 3.1.2 et 3.1.4 nous donnent alors les correspondances bijec-tives : Mg  ! Ig  ! �g  ! C1(�1;1)(S)1:Ces bijections étant compatibles avec l'action de Diff+g surMg , celle-ci induit une action sur Ig,sur �g et sur C1(�1;1)(S)1. En particulier, Diff0g agit sur C1(�1;1)(S)1 ce qui nous donne le théorèmesuivant :Théorème 3.2 Soit S une surface de Riemann de genre g. On a une bijection entre l'espace deTeichmüller Tg et C1(�1;1)(S)1=Diff0g .A�n d'obtenir une structure analytique complexe sur les espaces de Teichmüller des surfaces deRiemann, on va considérer le complété de B1(S) : L1(�1;1)(S)1 = B(S). D'après ce qui précède, ona une application injectiveMg �! B(S).Soit cMg = f[R; f ] j f : S! R homéomorphisme quasi-conforme préservant l'orientationg. On peutdé�nir sur cMg la même relation d'équivalence � que sur fMg (cf. section 3.1.1). On note alorsMg = cMg /� . La proposition suivante donne l'analogue de la bijection obtenue entre Mg etB1(S):Proposition 3.1.5 L'application [(R; f)] 2 Mg 7�! �f 2 B(S) est une bijection.Preuve: Injectivité: Si (R; f), (R0; f 0) 2 cMg véri�ent �f = �0f , alors f 0 � f�1 est conforme doncholomorphe et [(R; f)] = [(R0; f 0)]Surjectivité: Soit � 2 B(S) et A 2 S un atlas. On considère (U; zU ) 2 A une carte et on poseU 0 = zU (U ) � C . Alors � dé�nie une di�érentielle de Beltrami �U sur U 0 que l'on prolonge par0 sur P1(C ) en �0U 2 L1(P1(C ))1 . D'après le théorème de Bers-Ahlfors (1.4), il existe un uniquehoméomorphisme quasi-conforme hU : P1(C ) �! P1(C ) ayant pour dilatation �0U . Soit (V; zV ) 2 Aune autre carte de S telle que U \V 6= ; et hV : P1(C ) �! P1(C ) l'unique homéomorphisme quasi-conforme obtenu comme précédemment. Les homéomorphismes (hU � zU )jU\V et (hV � zV )jU\Vont par construction même dilatation donc (hV � zV ) � (hU � zU )�1 est holomorphe. Alors A0 =(U; hU � zU )(U;zU )2A donne une structure de surface de Riemann S0 sur S qui par constructionest indépendante du choix de l'atlas A 2 S et Id : S �! S0 est un homéomorphisme presqueconforme de dilatation �. Par conséquent, l'image de [(S; Id)] dans B(S) est �. 2Soit S une surface compacte di�érentiable orientée. On note Q+(S) l'ensemble des homéomor-phismes h : S �! S préservant l'orientation qui sont quasi-conformes. C'est un groupe pour lacomposition. On note alors Q+;0(S) le sous-groupe de Q+(S) des homéomorphismes homotopes àl'identité.Q+(S) agit à droite surMg de façon identique à l'action de Diff+g surMg et la prolonge. Partransport de structure, on obtient une action de Q+(S) sur B(S) qui prolonge l'action de Diff+gsur B1(S).



3.2. INTRODUCTION AUX ESPACES DE TEICHMÜLLERDES SURFACES CONFORMES 43On a le diagramme commutatif suivant Mgyyttttttttttt &&MMMMMMMMMMMMB(S) 'Mg // Tg =Mg=Diff0gL'applicationMg �! Tg est un quotient pour l'action de Q+;0(S) surMg . CommeMg ' B(S)de façon compatible avec l'action de Q+(S), on obtient :Tg ' B(S)=Q+;0(S). L'ensemble des di�érentielles de Beltrami sur S, B(S) = L1(�1;1)(S)1 étant un ouvert dans unespace de Banach complexe est une variété complexe de Banach. De plus l'action de Q+(S) sur B(S)est holomorphe et �dèle. Et on obtient �nalement une structure de variété analytique complexesur Tg.3.2 Introduction aux espaces de Teichmüller des surfacesconformes3.2.1 Dé�nitionsSoit S une surface compacte di�érentiable de genre g et de type � . L'espace S(S) des modulesde S est l'ensemble des classes d'isomorphisme de surfaces conformes de genre g et � . On le noteraaussi Sg;� , car si S0 est une autre surface di�érentiable de genre g et de type � , alors S(S) ' S(S0).On appellera surface conforme marquée et modelée sur S un triplet (X; '; f), où (X; ') est unesurface conforme de genre g et de type � = et f : S �! X est un di�éomorphisme tel que f(@S) �@X. On notera fM(S) l'ensemble des surfaces marquées et modelées sur S. On introduit la relationd'équivalence suivante sur fM(S) : (X; '; f) � (X0; '0; f 0) si et seulement si f � f 0�1 : (X0; '0) �!(X; ') est un isomorphisme conforme. On notera Mg;� = M(S) = fM(S)=�, l'ensemble quotientobtenu. On a alors une application surjective � :Mg;� �! Sg;� dé�nie par : �([X; '; f ]) = [X; '].Soit Diffg;� = Diff(S), l'ensemble des di�éomorphismes � : S �! S avec �(@S) = @S. C'estun groupe pour la composition. Il agit à droite sur fM(S) de la façon suivante : (X; '; f) � � =(X; '; f � �). Cette action est compatible avec la relation d'équivalence dé�nie précédemment :(X; '; f) � (X0; '0; f 0) () (X; '; f ��) � (X0; '0; f 0 ��). On en déduit une action de Diff(S) surM(S) : [X; '; f ] � � = [X; '; f � �].Proposition 3.2.1 � : [X; '; f ] 2Mg;� 7�! [X; '] 2 Sg;� est une application quotient pour l'actionde Diffg;� sur Mg;�Soit Diff0g;� l'ensemble des di�éomorphismes � 2 Diffg;� homotopes à l'identité. C'est unsous-groupe discret de Diffg;� et Tg;� =Mg;�=Diff0g;� va être l'espace de Teichmüller des surfacesconformes compactes de genre g et de type � . On appellera Modg;� =Diff0g;� nDiffg;� le groupemodulaire de genre g et de type � . Il agit sur Tg;� :Mg;� ""FFFFFFFF � // Sg;�Tg;� � <<zzzzzzzzL'application �, obtenue par la propriété universelle du quotient, est une application quotient pourl'action de Modg;� sur Tg;� . Autrement dit, on a leThéorème 3.3 � induit une bijection Tg;�=Modg;� �! Sg;� .



44 CHAPITRE 3. SUR LES ESPACES DE TEICHMÜLLER3.2.2 Une autre vision de l'espace de TeichmüllerMise en placeSoit S une surface di�érentiable de genre g et de type � . On choisit un point de base p0 2 S eton note �1(S) = �1(S; p0) le groupe fondamental de S basé en p. Si (X;  ) est une surface conformede même genre g et de même type � que S, on appelle surface conforme marquée sur S une suite(X;  ; p; F ) telle que (X;  ) est une surface conforme, p 2 X un point et F : �1(S) ��! �1(X; p) unisomorphisme qui préserve le bord (voir section 2.2.3). On noteM0(S) cet ensemble.Deux éléments (X;  ; p; F ); (X;  ; q;G) 2M0(S) sont équivalents si il existe un di�éomorphisme� : X �! X homotope à l'identité tel que �(p) = q et �? � F = G.On dira que deux éléments (X;  ; p; F ) et (X0;  0; p0; F 0) de M0(S) sont équivalents si il existeun isomorphisme conforme f : (X;  ) �! (X0;  0) tel que (X0;  0; f(p); f? � F ) et (X0;  0; p0; F 0)sont équivalents. C'est une relation d'équivalence et on notera [X;  ; p; F ] la classe d'équivalencede (X;  ; p; F ) pour cette relation. On sait que pour tout q 2 S, le groupe fondamental �1(S; p) deS basé en p est isomorphe au groupe fondamental �1(S; q) de S basé en q. Donc l'ensemble obtenune dépend pas du choix du point de base p0 2 S. On note alorsT 0(S) = n[X;  ; p; F ] j (X;  ) surface conforme; p 2 X et F : �1(S) ��! �1(X) isomorphismeo :On a une application : � : T (S) = Tg;� �! T 0(S)[X;  ; f ] 7�! [X;  ; f(p0); f?]Elle est bien dé�nie: f(@S) = @X donc f? préserve le bord. De plus si (X;  ; f) � (X0;  0; f 0),cela signi�e qu'il existe un di�éomorphisme � homotope à l'identité tel que h = f 0 � � � f�1 estun morphisme conforme. Il vient alors h(f(p0)) = f 0 � �(p0) = f 0 � � � f 0�1(f 0(p0)) et h? � f? =(f 0 �� � f�1 � f)? = f 0? ��? = (f 0 �� � f 0�1)? � f 0?. Donc (X;  ; f(p0); f?) et (X0;  0; f 0(p0); f 0?) sontéquivalents.Le but de cette section est de montrer, via � , que T (S) = T 0(S)Les résultatsInjectivité de � : Soit [X;  ; f ]; [X0;  0; f 0] 2 T (S) telles que � ([X;  ; f ]) = � ([X0;  0; f 0]). En par-ticulier, il existe un isomorphisme conforme de g : (X0;  0) �! (X;  ) tel que (X;  ; g�f(p0); g?�f 0?)et (X;  ; f(p0); f?) soient équivalentes. On voit que l'on peut alors se placer dans le cas particulieroù X = X0 et  =  0. Le fait que (X;  ; f(p0); f?) et (X;  ; f 0(p0); f 0?) soient équivalentes signi�equ'il existe un di�éomorphisme � : X �! X homotope à l'identité tel que � � f 0(p0) = f(p0) et�? � f 0? = f?. Si on pose �0 = f 0�1 � � � f 0 : S �! S, on obtient f 0 � �0 � f�1(f(p0)) = f(p0) et(f 0 ��0 � f�1)? = id�1(S;f(p0)). On note alors � = f 0 ��0 � f�1 : X �! X. C'est un di�éomorphismehomotope à l'identité (voir [ZVC70]). Alors �0 = f 0�1 � ��1 � f 0 � �0 : S �! S est homotope àl'identité et h = id = f 0 � �0 � f�1 est un morphisme conforme. Donc [X;  ; f ] = [X;  ; f 0].Surjectivité de � : Soit [S;  ; p0; F ] 2 T 0(S). Il existe un homéomorphisme f : S �! X tel quef? = F (voir [ZVC70]). En utilisant un théorème donné par M. Hirsch [Hir76], on peut déformer fhomotopiquement en un di�éomorphisme f 0 : S �! X. Alors [S;  ; p0; F ] = [S;  ; p0; f 0?].3.2.3 CoordonnéesSoit (S; ') une surface conforme de genre g et de type � = �k, telle que ~g(g; � ) � 2. Enutilisant la bijection établie dans la section 3.2.2 précédente, ainsi que les résultats de la section2.2 (en particulier le 2.2.3), on voit que l'on peut associer à chaque point [X;  ; f ] de T (S) unsous-groupe discret de Aut(H), que l'on appellera modèle C.N.E de [X;  ; f ] . Celui-ci est dé�nià conjugaison près et est donné par des équations (2.11) où, pour i = 1 à g et j = 1 à k, lesAi = ai; Bi = bi; Ej = ej sont hyperboliques et les Di = dj sont des glissements. Ceci va nouspermettre de trouver des coordonnées pour T (S).



3.2. INTRODUCTION AUX ESPACES DE TEICHMÜLLERDES SURFACES CONFORMES 45DéterminationDe façon à imposer un unique modèle C.N.E. à un point [X;  ; f ] donné, on introduit lesconditions de normalisation :Cas 1) Si � est orientable avec g � 1:(i) Les points �xes répulsif et attractif de bg sont 0 et 1 respectivement.(ii) Le point �xe attractif de ag est 1.Cas 2) Si � est non-orientable avec g � 2:(i) Les points �xes répulsif et attractif de dg�1 sont 0 et 1 respectivement.(ii) Le point �xe attractif de dg est 1.Cas 3) Si ni 1) ni 2) n'est véri�é, i.e. (g; � ) = (0;+k), k � 3 ou (g; � ) = (1;�k), k � 2:(i) Les points �xes répulsif et attractif de ek�1 sont 0 et 1 respectivement.(ii) Le point �xe attractif de ek est 1.Pour un élément [X;  ; f ] 2 T (S), il existe toujours un modèle C.N.E satisfaisant les conditionsde normalisation. En e�et, si h et h0 désignent ag, dg ou ek et bg, dg�1 ou ek�1 respectivement,selon que l'on est dans le cas 1), 2) ou 3), alors h et h0 sont des éléments hyperboliques généraux(voir section 2.1.2). Comme h et h0 ne commutent pas, on a Fixe(h) 6= Fixe(h0) (lemme 2.1.3) doncFixe(h) \ Fixe(h0) = ; (lemme 2.1.4). Alors quitte à conjuguer � par un élément de Aut(H), onpeut supposer que h et h0 satisfont les conditions de normalisation.Proposition 3.2.2 Soit (X;  ; f) une surface conforme marquée et modelée sur (S; '). Un sys-tème canonique de générateurs d'un modèle C.N.E. satisfaisant les conditions de normalisation estuniquement déterminé par le point [X;  ; f ] 2 T (S).Preuve: Soit (X0;  0; f 0) une autre surface marquée et modelée sur (S; ') telle que [X;  ; f ] =[X0;  0; f 0] 2 T (S). Cela signi�e qu'il existe un isomorphisme conforme h : (X;  ) �! (X0;  0)tel que (X0;  0; f 0?) soit équivalent à (X0;  0; h? � f?). On peut remonter h en un automorphisme~h 2 Aut(H) tel que: 0 = ~h �  � ~h�1, où  = ai (resp. bi, di ou ej) et 0 = a0i (resp. b0i, d0i oue0j). D'après les conditions (i), on a ~h(z) = �z ou ~h(z) = ���z, � > 0, selon que ~h préserve ounon l'orientation de H. Les conditions (ii) indiquent que ~h(1) = 1 donc � = 1 et ~h = id. D'où lerésultat. 2On appellera le groupe C.N.E. obtenu dans la proposition 3.2.2 précédente, le modèle C.N.Enormalisé de [X;  ; f ]. Le système de générateursfai; bi; ejgi=1 à gj=1 à k; si � est orientablefdi; ejgi=1 à gj=1 à k; si � est non-orientableest appelé son système de générateurs canonique. Ils véri�e l'unique relation fondamentale:Qgi=1[ai; bi]Qkj=1 ej = id; si � est orientableQgi=1 d2i Qkj=1 ej = id; si � est non-orientableoù [a; b] = a � b � a�1 � b�1.



46 CHAPITRE 3. SUR LES ESPACES DE TEICHMÜLLEREspaces de FrickeLemme 3.2.1 Soit E = fai; bi; ejgi=1 à gj=1 à k si � est orientable, E = fdi; ejgi=1 à gj=1 à k si � non orientable,un système de générateurs pour le modèle C:N:E normalisé d'un point [X;  ; f ] 2 T (S). Si unélément  2 E est di�érent de 0 = bg dans le cas 1) (resp. 0 = dg�1 dans le cas 2) ou 0 = ek�1dans le cas 3)) de représentation matricielle � a bc d�, alors bc 6= 0.Preuve: Dans le cas où b = c = 0, on a Fixe() = Fixe(0) = f0;1g, donc  et 0 commutentd'après le lemme 2.1.3, ce qui est exclu.Si b = 0 et c 6= 0 (resp. b 6= 0 et c = 0), on obtient Fixe() \ Fixe(0) = f0g (resp. Fixe() \Fixe(0) = f1g). Or ceci est impossible d'après le lemme 2.1.4. 2Le système canonique de générateurs du modèle C.N.E. normalisé � pour un point [X;  ; f ] 2T (S), s'écrit uniquement de la forme :ffAi ; fBi ; fEjgi=1 à gj=1 à k; si � est orientableffDi ; fEjgi=1 à gj=1 à k; si � est non-orientableoù Ai, Bi, Di et Ej sont les représentations matricielles de ai, bi, di et ej respectivement. D'aprèsle lemme 3.2.1, Ai = � ai a0ia00i a000i � ai; a0i; a000i 2 R; a00i > 0; det(Ai) = 1Bi = � bi b0ib00i b000i � bi; b0i; b000i 2 R; b00i > 0; det(Bi) = 1Di = � di d0id00i d000i � di; d0i; d000i 2 R; d00i > 0; det(Di) = �1Ej = � ej e0je00j e000j � ej ; e0j; e000j 2 R; e00j > 0; det(Ej) = 1pour i = 1 à g� 1 et j = 1 à k dans le cas 1), i = 1 à g� 2 et j = 1 à k dans le cas 2), i = 1 à g etj = 1 à k � 2 dans le cas 3).On dé�nie alors les coordonnées de Fricke, Fg;� : T (S) �! R6g+3k�6 (resp. R3g+3k�6) si S estorientable (resp. S non-orientable) par :Cas 1) Si � est orientable avec g � 1Fg;� ([X;  ; f ]) = �(ai; a00i ; a000i )g�1i=1 ; (bi; b00i ; b000i )g�1i=1 ; �ej ; e00j ; e000j �kj=1�Cas 2) Si � est non-orientable avec g � 2Fg;� ([X;  ; f ]) = �(di; d00i d000i )g�2i=1 ; �ej ; e00j ; e000j �kj=1�Cas 3) a) Si g = 0, � = +k, k � 3Fg;� ([X;  ; f ]) = ��ej ; e00j ; e000j �k�2j=1�b) Si g = 1, � = �k, k � 2Fg;� ([X;  ; f ]) = �(d1; d001d0001 ) ; �ej ; e00j ; e000j �k�2j=1�L'image Fg;� = Fg;� (T (S)) est appelé espace de Fricke des surfaces conformes de genre g et detype � . La topologie de R6g+3k�6 si S est orientable (resp. R3g+3k�6 si S est non-orientable) induitune topologie sur Tg;� . Par le théorème 3.4 suivant, Fg;� : Tg;� �! Fg;� est une bijection. Ellepermet alors de dé�nir une topologie sur Tg;� en identi�ant Tg et Fg;� .Théorème 3.4 Fg;� : T (S) �! R6g+3k�6 (resp. R3g+3k�6) si S est orientable (resp. S non-orientable) est injective.



3.2. INTRODUCTION AUX ESPACES DE TEICHMÜLLERDES SURFACES CONFORMES 47Preuve: Nous devons montrer que tout point Fg;� ([X;  ; f ]) 2 Fg;� détermine de façon unique lesystème de générateurs du modèle C.N.E. normalisé � pour le point [X;  ; f ]) 2 Tg;� .Pour i = 1 à g� 1, dans le cas 1), a0i (resp. b0i) est obtenu par la relation aia000i � a0ia00i = 1 (resp.bib000i � b0ib00i = 1) avec a00i > 0 (resp. b00i > 0). Par le même argument, e0j est aussi déterminé pourj = 1 à k dans les cas 1) et 2), j = 1 à k � 2 dans le cas 3). De la même façon, on détermine d0ipour i = 1 à g � 2 dans le cas 2) et i = 1 dans le cas 3)a).Il reste donc à montrer que Ag et Bg dans le cas 1), Dg�1 et Dg dans le cas 2) et Ek�1 et Ekdans le cas 3) sont uniquement déterminées par Fg;� ([X;  ; f ]).Cas 1) Par la condition de normalisation (i), fBg (z) = �z avec � > 1. La condition de norma-lisation (ii) indique que : ag + a0g = a00g + a000g (3.1)De plus, par la relation fondamentale Qkj=1EjQgi=1[Ai; Bi] = Id, on obtient H Ag = BgAgB�1g ,où H = Qkj=1EjQg�1i=1 [Ai; Bi] = � h h0h00 h000 �. D'où les équations:(h � 1)ag + h0a00g = 0 (3.2)h00ag + (h0000 � ��1)a00g = 0 (3.3)h00a0g + (h000 � 1)a000g = 0 (3.4)Comme detAg 6= 0 est non constante, on ne peut avoir ag = a00g = 0. Donc les équations (3.2) et(3.3) induisent h� 1 = �(1�h000). Si h = 1, alors h000 = 1 donc fH est parabolique, ce qui est exclucar � est un groupe surfacique. Donc h 6= 1, h000 6= 1 et � = h�1h000�1 , ce qui détermine BgA partir des équations (3.2), (3.4) et (3.1), on obtient :h+ h0 � 11� h a00g = h00 + h000 � 11� h000 a0gSi h00 + h000 = 1, alors h+ h0 = 1 puisque a00g 6= 0 (lemme 3.2.1). Dans ce cas, detH = 1 impliqueque h+ h000 = 2, donc H est hyperbolique. Ceci est exclu car � est un groupe surfacique. Ainsi Agest entièrement déterminée par Fg;� ([X;  ; f ]).Cas 2) Par la condition de normalisation (i), fDg�1(z) = ���z avec � > 1, donc D2g�1 =� � 00 1=��. Si D2g = � d d0d00 d000 �, 1 est aussi point �xe de fD2g (condition de normalisation (ii)) etd+ d0 = d00 + d000 (3.5)De plus, par la relation fondamentale Qkj=1EjQgi=1D2i = Id, on obtient HD2g�1 = D�2g , oùH = Qkj=1EjQg�2i=1 D2i = � h h0h00 h000 �. On obtient les équations:d = �h000 (3.6)d0 = �h0=� (3.7)d00 = ��h00 (3.8)d000 = h=� (3.9)En remplaçant d, d0, d00 et d000 dans l'équation (3.5) à l'aide des égalités (3.6), (3.7), (3.8) et (3.9)respectivement, il vient h+ h0 = �2(h00 + h000) (3.10)Le cas h00 = �h000 implique h = �h0 et alors detH = hh000�h0h00 = 0 ce qui est impossible. Sachantque � > 0, l'équation (3.10) détermine entièrement Dg�1.Les égalités (3.6), (3.7), (3.8) et (3.9) déterminent alors D2. Il existe un élément fG 2 Aut(H)tel que (fG � fDg � f�1G )2(z) = fG � fD2g � f�1G (z) = �z, pour un certain � > 0. Comme fDG inversel'orientation, fG � fDg � f�1G aussi et fG � fDg � f�1G (z) = �p��z, ce qui détermine Dg de façonunique.Cas 3) Par la condition de normalisation (i), Eg�1 = �� 00 1=��, avec � > 1. La condition denormalisation (ii) implique



48 CHAPITRE 3. SUR LES ESPACES DE TEICHMÜLLERek + e0k = e00k + e000kDe plus, par la relation fondamentale Qkj=1Ej = Id, dans le cas 3)a), D21Qkj=1Ej = Id, dans lecas 3)b) on obtient H Ek�1 = Ek, où H = Qk�2j=1 Ej dans le cas 3)a), H = D21Qk�2j=1 Ej dans le cas3)b). On raisonne alors comme pour le cas 2), Ek jouant le rôle de D2g et Ek�1 celui de G2g�1. AinsiEk et Ek�1 sont déterminés par Fg;� ([X;  ; f ]). 23.3 Structure sur les espaces de Teichmüller des surfacesconformes3.3.1 Les espacesStructure de l'espace des modulesNous allons munir l'ensemble Sg;� d'une structure topologique.Notons �(S), l'ensemble des structures conformes sur une surface di�érentiable S de genre get de type � . On a alors une inclusion évidente � : �(S) �! Sg;� dé�nie de la façon suivante :' 2 �(S) 7�! [S; '].De plus, l'application � est surjective. En e�et, soit [X; '] 2 Sg;� et f : S �! X un di�éomor-phisme. Alors f?' est une structure conforme sur S telle que �(f?') = [X; '].Théorème 3.5 Soit (S; '), une surface conforme. L'espace des modules des surfaces conformesde même genre et de même type que S, S(S), est un espace topologique connexe.Preuve: �(S) a une topologie naturelle comme espace quotient de métriques riemanniennes sur lavariété di�érentiable S. On munie S(S) d'une topologie par transport de structure.Nous allons montrer que �(S) est connexe par arcs. Soient ' et '0 deux structures conformessur S. Pour t 2 [0; 1], on pose 't = (1 � t)' + t'0 qui est une structure conforme sur S pour toutt 2 [0; 1]. De plus, '0 = ' et '1 = '0. Ceci prouve que �(S) est connexe par arcs et donc aussiS(S). 2En ce qui concerne l'espace de TeichmüllerDans le cas des surfaces de Riemann, nous avions obtenu une structure analytique complexe surl'espace de Teichmüller Tg en utilisant les di�érentielles de Beltrami (section 3.1.3). On pourraitpenser faire de même dans le cas des surfaces conformes. Malheureusement, il n'est pas possible dedé�nir de di�érentielle de Beltrami sur une surface conforme (S; ') non orientable. En e�et, pourtout p 2 Sr@S et U un ouvert orientable contenant p, la dé�nition locale du �bré 
 sur U dépenddu choix d'une structure presque complexe sur U , donc du choix d'une orientation (section 1.1.1).D'où l'impossibilité de dé�nir globalement 
 si S n'est pas orientable.Ne pouvant dé�nir de �brés vectoriels holomorphe sur une surface conforme (S; ') quelconque, ilfaudrait pouvoir dé�nir un �bré qui soit, localement sur chaque ouvert orientable U � S, un couplenon ordonné de deux �brés vectoriels holomorphes conjugués, chacun correspondant au choix d'uneorientation sur U . Mais cela revient à dé�nir un �bré vectoriel holomorphe sur le double revêtementeS de (S; ') par une surface de Riemann (dé�ni dans la section 1.3.1).Dans les sections suivantes, nous allons chercher une structure pour les espaces de Teichmüllerdes surfaces conformes. Pour cela, nous allons utiliser les liens, exposés dans la section 1.3.3, entreles surfaces de Riemann, dont nous connaissons la structure des espaces de Teichmüller, et surfacesconformes.A�n d'obtenir une structure sur les espaces de Teichmüller des surfaces conformes, nous avonsbesoin de la notion de morphisme quasi-conforme entre surfaces conformes. On dira que f : S �! S0est un morphisme quasi-conforme entre les surfaces conformes (S; ') et (S0; '0) si le morphisme~f : eS �! eS0, obtenu comme dans le corollaire 1.3.1, est quasi-conforme; f : S �! S0 est conforme



3.3. STRUCTURE SUR LES ESPACES DE TEICHMÜLLER DES SURFACES CONFORMES 49si ~f l'est. Bien sûr, la notion de morphisme conforme découlant de cette dé�nition coïncide aveccelle de morphisme conforme entre surfaces conformes.On notera cMg;� = f[X; '; f ] j f : S! X homéomorphisme quasi-conformeg. On peut dé�nir surcMg;� la même relation d'équivalence � que sur fMg;� (cf. section 3.2.1). On note alors Mg =cMg /� .Soit S une surface compacte di�érentiable. On note Q(S) l'ensemble des homéomorphismesh : S �! S qui sont quasi-conformes. C'est un groupe pour la composition. Q0(S) est le sous-groupe de Q(S) des homéomorphismes homotopes à l'identité. Q(S) agit à droite sur Mg;� defaçon identique à l'action de Diffg;� surMg;� et la prolonge. On obtient, comme dans le cas dessurfaces de Riemann (section 3.1.3) une bijection entreMg;�=Q0(S) et l'espace de Teichmüller Tg;� .3.3.2 Cas des surfaces non géométriquement irreductiblesDans cette section, nous allons étudier les espaces de Teichmüller des surfaces conformes nongéométriquement irreductibles de genre g (voir proposition 1.3.2), i.e. des surfaces conformes orien-tables sans bord, donc de type +0. On �xe (S; ') une surface conforme non géométriquement irre-ductible de genre g. D'après la section 1.1.3, il existe deux structures de surface de Riemann sur Sinduites par '. On en choisie une S, ce qui revient à choisir une orientation sur S.Surfaces marquées et modeléesSoit (X;  ; f) une surface conforme marquée et modelée sur (S; '). Comme précédemment  induit deux structures de surface de Riemann sur X, chacune induisant une orientation. On note Xfcelle qui fait de f un morphisme préservant l'orientation et X�f sa surface de Riemann conjuguée.Alors (Xf ; f) est une surface de Riemann marquée et modelée sur S. On note ~� : fMg;0+ �! fMgl'application dé�nie par ~�(X;  ; f) = (Xf ; f).Réciproquement, soit (X; f) une surface de Riemann marquée et modelée sur S. Alors X induitune structure conforme  X sur X et (X;  X; f) est une surface conforme marquée et modelée surS. On note ~� : fMg �! fMg;0+ l'application dé�nie par ~�(X; f) = (X;  X ; f).~� et ~� sont inverse l'une de l'autre. On a donc une bijection entre fMg;0+ et fMg .Soient (X;  ; f) et (X0;  0; f 0) deux surfaces conformes marquées et modelées sur (S; ') telles que(X;  ; f) � (X0;  0; f 0) (voir section 3.2.1). Alors f � f 0�1 préserve les orientations induites par Xfet Xf 0 puisque Xf et Xf 0 sont choisies de telle sorte que f : S �! Xf et f 0 : S �! Xf 0 préserventl'orientation. De plus d'après la proposition 1.1.10, f � f 0�1 : Xf �! Xf 0 est un morphisme desurface de Riemann. Donc (Xf ; f) � (Xf 0f 0) comme surfaces de Riemann marquées et modeléessur S.Réciproquement si (X; f) et (X0; f 0) sont deux surfaces de Riemann marquées et modelées sur Séquivalentes, alors (S;  X ; f) et (S0;  X0 ; f 0) sont équivalentes comme surfaces conformes marquéeset modelées sur (S; ').On obtient donc une bijection entreMg;0+ et Mg. donnée par :Mg;0+  ! Mg[(X;  ; f)] �7�! [(Xf ; f)]�(X;  X ; f)� � �a [(X; f)]Actions de groupes de di�éomorphismesOn rappelle deux sous-groupes distingués du groupe Diff(S) des di�éomorphismes de S:Diff+(S) = ff 2 Diff(S) j f préserve l'orientationg etDiff0(S) = ff 2 Diff(S) j f homotope à l'identitég �Diff+(S). � est compatible avec l'action de Diff0(S) sur Mg . En e�et soit � 2 Diff0(S) et(X; f) 2 fMg. Alors~�(� � (X; f)) = ~�(X; f ��) = (X;  X ; f � �) = � � (X;  X ; f) = � � (~�(X; f)



50 CHAPITRE 3. SUR LES ESPACES DE TEICHMÜLLERet� (� � [X; f ]) = � ([� � (X; f)]) = [~�(� � (X; f))] = [� � (~�(X; f)] = � � [(~�(X; f)] = � � � ([(X; f)]) :Donc � induit une application � : Tg = Mg=Diff0(S) �! Tg;0+ = Mg;0+=Diff0(S) qui estbijective car � l'est. De plus, Tg admet une structure de variété analytique complexe, donc partransport de structure, on obtienr une structure analytique complexe sur Tg;0+ .Remarque: Dans la section 3.2.3, On a montré que Tg;0+ est un espace topologique réel de dimension6g � 6, ce qui correspond e�ectivement a la dimension de Tg en temps qu'espace topologique réel.ConclusionOn a donc montré le résultat suivant :Théorème 3.6 L'espace de Teichmüller Tg;0+ est une variété analytique complexe de dimension3g � 3.3.3.3 Espace de Teichmüller des surfaces conformes géométriquementirreductiblesActions de �Soit (S; ') une surface conforme géométriquement irreductible (voir proposition 1.3.2) de genreg et de type � . Le genre de son double complexe eS (voir section 1.3.1) est donné par ~g = ~g(g; � )(corollaire 1.3.1). D'après la proposition 1.3.2, eS est connexe. On rappelle que eS est naturellementmunie d'une action du groupe de Galois � de C sur R. A�n d'éviter les confusions plus tard,on notera ~� pour � et ~� pour � lors de l'action de � sur eS. On a vu aussi dans la section1.3.3 que l'application qui à une surface conforme géométriquement irreductible (X;  ) associeson double complexe eX est une bijection de la catégorie des surfaces conformes géométriquementirreductibles dans la sous-catégorie des surfaces de Riemann connexes et munies d'une action de�, avec morphismes équivarients.On a une action de � sur la catégorie des surfaces de Riemann. En e�et, soit S une surfacede Riemann. La structure conforme induite par S sur S induit elle-même deux structures desurfaces de Riemann conjuguées S et S� dépendant chacune du choix d'une orientation sur S. Onpose � �S = S� et si f : S �! S0 est une application holomorphe, elle induit une applicationholomorphe f� : S� �! S0�. Ainsi, l'application S 7�! S� dé�nie une action de � sur lacatégorie des surfaces de Riemann.Cette action de � en induit une sur l'espace des modules R~g. De plus, l'application holomorphe~� : eS �! eS� implique que eS = eS� dans R~g . L'action de � sur R~g induit alors une action de �sur fM~g, puis de � surM~g de la façon suivante : � � [X; f ] = [X�; f� � ~�].Soit [X; f ] 2M~g telle que X soit munie d'une action de � avec f équivariente pour cette actionde � sur X et l'action de ~� sur eS. Alors f� � ~� � f�1 = � � f � f�1 = � est analytique de X dansX� puisque � : X �! X est antiholomorphe. Donc [X; f ] est un point �xe pour l'action de � surM~g.Réciproquement, si [X; f ] est un point �xe pour l'action de � surM~g, alors X = X� dans R~g.Cela signi�e aussi que l'application f� � ~� � f�1 : X �! X� est biholomorphe, donc f� � ~� � f�1 :X �! X est antiholomorphe. Comme (f��~��f�1)��(f��~��f�1) = f�~��(f�)�1�~��f��f�1 = id,f� � ~� � f�1 induit une action de � sur X. De plus f est équivariente relativement à cette action.En e�et (f� � ~� � f�1) � f = f� � ~�. Donc X peut être munie d'une action de � pour laquelle f estéquivariente.Ainsi, on obtient laProposition 3.3.1 L'ensemble des points �xes M�~g de M~g pour l'action de � n'est autre quel'ensemble des classes d'équivalence de surfaces marquées et modelées [X; f ] sur eS, telles que X soitmunie d'une action de � rendant f équivariente pour l'action de ~� sur eS.



3.3. STRUCTURE SUR LES ESPACES DE TEICHMÜLLER DES SURFACES CONFORMES 51� agit sur Diff+(eS), donc sur Diff0(eS), de la façon suivante : � � � = ~� � � � ~��. Les points�xes pour cette action sont évidemment les di�éomorphismes équivarients. Ils forment les sous-groupes Diff+(eS)� de Diff+(eS) et Diff0(eS)� de Diff0(eS). L'action de Diff0(eS) surM~g induitnaturellement une action de Diff0(eS)� sur M~g ainsi que sur M�~g . Les actions de � sur M~g etDiff )(eS) induisent une action de � sur T~g =M~g=Diff0(eS), car� � (� � [X; f ]) = � � [X; f � �] = �X�; (f � �)�� ~�� = (~������ ~�) � �X�; f�� ~�� = (� ��)� � (� � [X; f ]):Par construction (� � �)� préserve l'orientation, donc (� � �)� 2 Diff0(eS). De plus, comme � 2Diff0(eS), il existe une homotopie F telle que F (�; 0) = � et F (�; 1) = id. Alors (� � F )� =(~� � F (�(�); �))� est continue et véri�e (� � F )�(�; 0) = (� � �)� et (� � F )�(�; 1) = id, donc est unehomotopie entre (� � �)� et id.On a alors l'inclusion suivante : M�~g =Diff0(eS)� � T �~g , où T �~g est l'ensemble des points �xespour l'action de � sur T~g.En fait, C.J. Earle [Ear71] montre qu'il s'agit d'une bijection. CommeT~g admet une structure de variété analytique complexe, T �~g a une structure de variété analytiqueréelle.(voir section 3.1.3). De plus T~g est un espace topologique réel de dimension 6~g� 6, donc T �~gest un espace topologique réel de dimension 3~g� 3, c'est à dire 6g+3c� 6 si � = +c et 3g+ 3c� 6si � = �c, ce qui correspond à la dimension de l'espace de Fricke des surfaces conformes de genreg et de type � (voir section 3.2.3).Utilisation des liens entre surface conforme et double complexeLes résultats précédents et ceux de la section 1.3 permettent de construire une application~�g;� : (X;  ; f) 2 fMg;� 7�! (eX; ~f ) 2 fM�~g(g;�)Avec fMg;� = fM(S; ') et fM~g(g;�) = fM(eS), où eS est le double complexe de (S; '), eX celui de(X;  ) et ~f : eS �! eX est construit à partir de f : (S; ') �! (X;  ) d'après le corollaire 1.3.1.Proposition 3.3.2 ~�g;� induit une bijection �g;� : Mg;� �! M�~g(g;�)[X;  ; f ] 7�! [ eX; ~f ]Preuve: Soit (X;  ; f), (X0;  0; f 0) 2 fMg;� tels que (X;  ; f) � (X0;  0; f 0). Cela signi�e que (X;  ) =(X0;  0) dans Sg;� , donc en particulier eX = eX0 dans R~g(g;�). De plus f � f�1 est holomorphe d'où~f � ~f�1 = ^f � f�1 est holomorphe et (eX; ~f) � (eX0; ~f 0). Donc �g;� est bien dé�nie.�g;� est une injection : soit [X;  ; f ], [X0;  0; f 0] 2 Mg;� tels que �g;� [X;  ; f ] = �g;� [X0;  0; f 0],cela signi�e que ~f � ~f 0 = f̂ � f 0 : eX ��! eX0 un isomorphisme équivarient (pour l'action naturelle de� sur eX et eX0). Il induit l'isomorphisme (f̂ � f 0)� = f � f 0 : eX=� = (X;  ) ��! eX0=� = (X0;  0).Donc [X;  ; f ] = [X0;  0; f 0].�g;� est aussi une surjection : soit [X; f ] 2 M�~g . Alors il existe sur X une action de � rendantf : eS �! X équivariente. D'après la proposition 1.3.2, celle-ci induit un morphisme conforme~f : (S; ') �! (X=�; '�) tel que �g;� (hX=�; '�; ~fi) = [X; f ] (voir section 1.3.3). 2Il existe aussi une bijection Diff0(S) �! Diff0(eS)� donnée par � 2 Diffg;� 7�! ~�, où ~� estle di�éomorphisme équivarient de eS, préservant l'orientation, tel que ~� � � = � � �. Il est obtenucomme dans le corollaire 1.3.1, (eS; �; �) étant le double complexe de (S; ').Cette application est bien dé�nie: si � 2 Diff0(S), il existe une homotopie F telle que F (�; 0) =� et F (�; 1) = id. Chacune des applications F (�; t) pour t 2 [0; 1] se remonte en une applicationF̂ (�; t) : eS �! eS. Alors ~F , dé�nie par ~F (�; t) = F̂ (�; t) pour tout t 2 [0; 1], est une homotopie telleque ~F (�; 0) = ~� et F (�; 1) = id. De plus ~F (�; t) est équivariente pour tout t 2 [0; 1].L'injectivité de Diff0(S) �! Diff0(eS)� est obtenue par unicité de ~� dans le corollaire 1.3.1



52 CHAPITRE 3. SUR LES ESPACES DE TEICHMÜLLERConclusionLes bijections entre Mg;� et M�~g ainsi que celle entre Diff0(S) et Diff0(eS�) induisent unebijection entre Tg;� = Mg;�=Diff0(S et M�~g =Diff0(eS�). Or M�~g =Diff0(eS�) ' T �~g qui est unevariété analytique réelle de dimension 3~g � 3. Par transport de strucure, on obtient le théorème :Théorème 3.7 L'espace de Teichmüller Tg;� admet une structure de variété analytique réelle dedimension 6g + 3c� 6 si � = +c ou 3g + 3c� 6 si � = �c.
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